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Wichtige Hinweise zur Vorbereitung:

e Fiihlen Sie sich gesundheitlich in der Lage, die Priifung anzutreten? Wenden Sie

sich anderenfalls umgehend an einen Priifer.
e Schalten Sie, soweit noch nicht geschehen, Thr Mobiltelefon aus.
e Entfernen Sie alle Gegenstédnde vom Tisch, aufer:

— einen Stift (kein Rot- oder Bleistift)

— Thren Studentenausweis und Thren Personalausweis/Reisepass
— Getranke

e Geben Sie alle anderen Gegenstéande — insbesondere Rucksécke und Jacken — bei
der Aufsicht ab.

e Schreiben Sie auf jedes Blatt IThren Namen und Ihre Matrikelnummer. Fiillen Sie
insbesondere auch folgende Tabelle in Druckbuchstaben aus:

Vorname

Nachname

Matrikelnummer

[J Bitte nur ankreuzen, wenn die Klausur entwertet und nicht
korrigiert werden soll. (Please check with an X only if the exam
should be voided and not graded.)

Wird bei der Korrektur ausgefiillt:

Aufgabe 1 2 3 4 5 6 7 >
Punkte 10 9 12 9 7 10 13 70
Erreicht
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Wichtige Hinweise zur Klausur:

Die Klausur besteht aus 7 Aufgaben. Insgesamt konnen Sie 80 Punkte erreichen. Sie
haben fiir die Bearbeitung 90 Minuten Zeit.

Verwenden Sie kein zusétzliches, eigenes Papier. Um eigene Gedanken unfertig aufzu-
schreiben, kénnen Sie die Riickseiten benutzen. Sollten Sie aus Platzgriinden eine Lo-
sung auf eine Riickseite schreiben miissen, so machen Sie dieses unbedingt gut kenntlich.
In dringenden Féllen erhalten Sie auf Anfrage zusétzliche Blétter.

Es sind keine Hilfsmittel erlaubt. Zuwiderhandlungen fithren zum Ausschluss von der
Klausur.

Falls Sie eine Frage haben, wenden Sie sich bitte leise an einen der Tutoren.

Solange nicht anders angegeben, sind bei allen Aufgaben Rechenwege, Beweise bzw.
Zwischenschritte gefordert.

Tipp: Sollten Sie bei einer Aufgabe nach lingerem Uberlegen keine Losung finden, so
fahren Sie lieber mit einer anderen Aufgabe fort.

Tipp: Verschaffen Sie sich zunichst einen Uberblick iiber die Aufgaben, um herauszu-
finden, wo Sie mit Thren personlichen Stidrken gut Punkte sammeln kénnen.

Wichtige fachliche Hinweise:

N beschreibt die Menge aller natiirlichen Zahlen inklusive der 0.

Solange nicht anders angegeben, sind bei allen Aufgaben Rechenwege, Beweise bzw.
Zwischenschritte gefordert.

Mehrere widerspriichliche Losungen zu einer Aufgabe werden mit 0 Punkten bewertet.

Viel Erfolg!
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Aufgabe 1 (Mengen, 3 + 2 + 5 Punkte)

a) Berechnen Sie die folgenden Mengen. Eine Begriindung ist nicht erforderlich.

i) {a,b,c} N ({a,d,d} U{c,e, f})

LOSUNG: {a,b,¢} N ({a,d,d} U{c,e, f}) = {a,b,c} N {a,c,d, e, f} = {a,c} 1P

i) {1,2} < {{}, {1, 2}}

LOSUNG: {(1,{}), (1,{1,2}), (2, {}), (2, {1,2}),} 1P

iii) Z({4,5})

LOSUNG: {{}, {4}, {5},{4,5)} 1p

b) Berechnen Sie die folgenden Kardinalitdten. Eine Begriindung ist nicht erforderlich.

D) 12({0,1,2,3,4})]

LOSUNG: |2({0,1,2,3,4})| = 2{0:1.234} — 95 — 32 1p

i) {(z,y) e Nx Ny +y =4}

LOSUNG: |{(z,y) e NxN;z+y =4} = [{(0,4),(1,3),(2,2),(3,1),(0,4)} =5
1p

c¢) Beweisen oder widerlegen Sie beide Richtungen der folgenden Aussage ohne Aquiva-
lenzumformungen:

A\ (BUC) =(A\B)U(A\C)

(Ein Venn-Diagramm reicht nicht als Beweis.)

LOSUNG: (1P fir Beweisstruktur (beide Richtungen), 2P je Richtung)

e Beweis Richtung C:

Seia € A\ (BUC). Dann ist a in A, aber nicht in BUC'. Somit ist a nicht in B
(und nicht in C'). Also ist a in A\ B und damit auch in (4\ B)U (A \ C).
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Aufgabe 2 (Induktion, 9 Punkte)

Zeigen Sie per Induktion, dass fiir alle n € N gilt:

(n® +2n) mod 3 =10

LOSUNG:

Induktionsanfang (IA): Sei n = 0. Dann gilt (03 +2-0) mod 3 = 0 mod 3 = 0.
Induktionshypothese (IH): (n® + 2n) mod 3 =0

Induktionsschritt (IS): n — n + 1.

(n+1)*+2(n+1)) mod3 = ((n+1)(n+1)(n+1)+2(n+1)) mod 3

(n®+3n*+3n+1)+2(n+1)) mod 3

= +3n*>+3n+142n+2) mod 3

((n® +2n) + (3n% 4 3n + 3)) mod 3

= (n® 4+ 2n) mod 3 + (3n* + 3n + 3) mod 3

=0+ (3n* +3n +3) mod 3 (IH)

= 3n”* mod 3 + 3n mod 3 + 3 mod 3
0

e 1P fiir den Beweisaufbau (Induktionsanfang & -schritt), die Induktionshypothese muss
nicht explizit genannt werden. 1P fiir einen korrekten Induktionsanfang.

e 7P fir den Induktionsschritt:

— 1P fir die richtige Anwendung der Induktionshypothese
— 6P fiir korrekte Herleitung = -1P je Fehler bzw. zu grofse Schritte.

— Ein Schritt ist zu groff, wenn er ohne Zwischenschritte oder Begriindung nicht
direkt nachvollziehbar ist (im Ermessen des Korrektors).
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Aufgabe 3 (Verbénde und Relationen, 3 + 3 + 6 Punkte)

Wir betrachten den Potenzmengenverband iiber eine beliebige Menge M, welcher gebildet
wird durch Z2(M) mit der Relation C.

a) Zeichnen Sie das Hasse-Diagramm fiir den Potenzmengenverband mit M = {a, b, c}.

b) Berechnen Sie im Potenzmengenverband mit M = N

i) das kleinste und grofste Element.

ii) das Supremum von {1,2,3} und {11,12}.

iii) das Infimum von {n;2 | n} und {n;3 | n}.

¢) Wir betrachten nur noch endliche M. Sind die folgenden Relationen partielle Ordnun-
gen? Bildet Z2(M) mit den folgenden Relationen einen Verband?



i) R ={(X,Y) e (M) x Z(M);|X| ist ein Teiler von |Y|}

LOSUNG: Nein, da R; keine partielle Ordnung ist. R; ist keine partielle Ord-
nung, da nicht antisymmetrisch. Gegenbeispiel mit M = {0, 1}: Es gilt {0} R; {1}
und {1} Ry {0}, aber {0} # {1}.

2p

i) Ro={(X,Y)e Z(M)x Z(M); X CY und |X|mod 2 = |Y| mod 2}

LOSUNG: Nein. Ry ist zwar eine partielle Ordnung:
o Ry ist reflexiv: X C X und |X| mod 2 = |X| mod 2. 1P
e Ry ist transitiv: C ist transitiv und = ist transitiv. 1P

e Ry ist antisymmetrisch: Wenn X Ry Y und Y Ry X, dann muss gelten X C Y
und Y C X. Also gilt X =Y. 1P

Aber nicht alle Elemente haben eine Infimum bzw. Supremum. Wenn z.B. M =
{0} ist existiert @M {0} nicht. 1p
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Aufgabe 4 (Algebraische Strukturen, 9 Punkte)

Beweisen Sie bei den folgenden algebraischen Strukturen, welche dieser Eingruppierungen
zutrifft:

e Keine Halbgruppe

Eine Halbgruppe, aber kein Monoid
e Ein Monoid, aber keine Gruppe
e Eine Gruppe, aber nicht abelsch

e Abelsche Gruppe

i) (Z(N),u)

i) (Z,or) mit k€ Zund aoxb:=a+b+k
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Aufgabe 5 (Polynome, 7 Punkte)

Berechnen Sie einen groften gemeinsamen Teiler fiir die Polynome 4% + 62* 4 622 + 42 und
623 4 322 + 1 iiber dem Korper Zr.
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Aufgabe 6 (Aussagenlogik, 4 + 6 Punkte)

a)

Geben Sie eine Wahrheitstafel der folgenden Formel an und bestimmen Sie ob diese
erfiillbar, unerfiillbar und/oder eine Tautologie ist:

F:=xy— (:L'l V (.%'1 > 370))

LOSUNG: (3P fiir die Tabelle. -1P pro Fehler)

X0 xl‘w1<—>m0 IL‘1\/(.’L‘1<—>{L‘Q) ‘ F

0 O 1 1 1
0 1 0 1 1
1 0 0 0 0
1 1 1 1 1

F ist also erfiillbar, somit nicht unerfiillbar und auch keine Tautologie (1P).

Zeigen Sie mit einem Resolutionsbeweis, dass die folgende Formel eine Tautologie ist:

—\(331 — $2) V —|(l'0 — (xl V :132)) V —xg V X2

LOSUNG: Um zu zeigen dass die Formel tautologisch ist, zeigen wir, dass ihr Kom-
plement unerfiillbar ist (1P). Hierfiir bringen wir die Negation der Formel in KNF:

—|(—|(a:1 — .’1}2) V —|(x0 — (.’111 V :L’Q)) V —xg V .’L‘Q)

= (:L‘l — .%'2) VAN (:Uo — (xl V $2)) N 2o N\ X9 (lP)
= (—|331 V :L'Q) A\ (—|330 VaxV .1,‘2) N xg N 29 (lP)
~ ~— 2 \3,./ \4,./
1 2

Die resultierende Formel besteht aus 4 Klauseln auf die wir nun die Resolutionsregel
anwenden:

5 x1 V zg aus (2,3)

6 x2 aus (1,5)

7 O aus (4,6)

(1P fir jeden zielfiihrenden Resolutionsschritt, insgesamt mazx. 3P. Ein ,Beweisbaum”
wird auch akzeptiert.)
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Aufgabe 7 (Pradikatenlogik, 4 + 9 Punkte)

a) Bringen Sie die folgende Formel in Pranex-Normalform:

Jz(P(z)) = (=Vy(Qy,y)) = Q(f(x),z))

LOSUNG:
31’(1’(33)) (=vy(Q(y, y)) = Q(f(x), )
= —Jz(P(x)) VVy(Qy,y)) vV Q(f(z), ) (Implikation auflésen) (1P)
=Vz(—-P(z)) VVy(Qy,y)) VQ(f(z),z) (= reinziehen) (1P)
= Vz(=P(2)) VVy(Q(y,v)) vV Q(f(z), ) (Umbenennen) (1P)
= V2Vy(=P(2) V Q(y,y) vV Q(f(z), x)) (1p)

(fir andere Losung: 4P fiir korrekte Losung, -1P fiir jeden Fehler)

b) Leiten Sie die folgende Sequenz im Sequenzenkalkiil (siehe letzte Seite) her:
vy (P(z) — Qy)) = Vy32(Q(y) vV ~P(z))

(Permutationen miissen nicht angegeben werden.)

LOSUNG:

1 P(a) = Q(b), P(a) (Axiom)

2 P(a),Q(b) = Q(b) (Axiom)

3 P(a),P(a) — Q(b) = Q(b) (—-L) aus 1, 2
4 P(a) - Q(b) = Q(b),~P(a) (—R) aus 3

5 P(a) — Q(b) = Q(b) V-P(a) (V-R) aus 4

6 Pa) = Q(b) = Fx(Q(b) vV -P(x)) (3-R) aus b

7 Vy(P(a) = Qy)) = F=(Q(b) V ~P(z)) (v-L) aus 6

8 Vy(P(a) = Qy) = Vydz(Q(y) vV -P(z))  (V-R)  aus7

9 JaVy(P(x) = Qy)) = YyIz(Q(y) vV -P(x)) (3-L) aus 8

Die jeweiligen Anderungen in jeder Sequenz sind unterstrichen. Regeln mit Eigenvaria-
blenbedingung sind rot markiert.







Sequenzenkalkiil

Die Schlussregeln des Sequenzenkalkiils erlauben aus bekannten
Sequenzen (Pramissen) eine neue Sequenz (Konklusion) herzuleiten.

Permutation:

Nn,A BT = A I'=> A1,A B A

MBAT, A(Perm—L) o Al,B,A,Az(Perm_R)
Kontraktion:

LAA=S A M= AAA

m(Contr-L) W(Contr-R)

Konjunktion:

LAB = A rsAA T =AB

TAnE = a”D rsaAarg R
Disjunktion:
LA= A F,B=>A(vL) F#A,A,B(VR)
LAVB = A i r= AAvB'
Implikation:
r= AA RB=>A(_) 1) LA = AB (=-R)
NA—=B = A = A/A—-B
Negation:
r= AA NA= A
rﬁA=>A( -L) F=>A,ﬂA( =)
Quantoren:
LAx:d = A = AAK:y]
V- V-
NVxA= A (v-L) = AVxA (v-R)
LAXx:yl = A = A Ax:t]
NLIxA= A 5-E) r= A3xA )
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Bei den Regeln (V-R) und (3-L) gilt die Eigenvariablen-Bedingung:

die Variable y kommt in der Konklusion nicht vor.



