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Quantifizierte Aussagenlogik
Erweiterung der Aussagenlogik um Quantoren.

Syntax der Aussagenlogik erweitert um:
» st F eine Formel und x € X eine Variable,
dann sind Vx F und dx F Formeln.
Semantik:

> [Vx Floa =1
gdW' VeeB [[Fﬂa[x:a] =1
gdW [[F]]OL[X::O] - ]- Uﬂd [[F]](X[XZZI] = ]_

» [Ix Fla =1
gdw. JeeB [[Fﬂa[x::s] =1
gdw. [Flapc=o] = 1 oder [Fllape=1 =1
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QBF Solving

Eine geschlossene Formel F ist in Pranex-KNF (PKNF), wenn sie von der Form
Qrx1 Qaxa ... Quxy G
ist, wobei Q; € {V,3} ist, und G in KNF ist und keine Quantoren enthalt.

Ein QBF-Loser ist ein Programm mit:
» Input: Formel F in PKNF
> Output: [F]
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Q-Resolution

Beweissystem zur Widerlegung falscher Formeln in PKNF,

Erweiterung der Resolution auf QBF.

Schlussregeln sind

Resolution
Cvx Dvx
CvD
wobei gilt: x ist 3-quantifiziert und C v D ist keine Tautologie.
Reduktion
Cvy Cvy

C C
wobei gilt: y ist V-quantifiziert nach allen anderen Variablen in C.
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Q-Resolution

Eine Q-Resolutions-Widerlegung einer Formel F in PKNF ist
eine Folge Cy, ..., Cx von Klauseln mit:

» C, =0
» fiir jedes i < k gilt eines der Folgenden:

» C; ist eine Klausel C; € F
» es gibt j1, 2 < i sodass C; Resolvente von C;; und G, ist
» es gibt j < i sodass C; aus C; durch Reduktion entsteht

Theorem
Es gibt eine Q-Resolutions-Widerlegung fiir F gdw. [F] = 0.
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Modallogik

Erweiterung der Aussagenlogik um Modal-Operatoren O und ¢.

Syntax:
» [st F eine Formel, dann sind OF und OF Formeln.

LJF bedeutet: F ist notwendig
QOF bedeutet: F ist moglich
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Modallogik: Semantik

Interpretation W besteht aus
> Menge W mit ausgezeichnetem Element wy € W
» Relation RC W x W auf W

» Bewertung oy, : X — B fiir jedes w € W

Definition der Erfilltheit:
> wExgdw. a,(x)=1
» w = OF gdw. fir alle w' € W mit wR w' gilt w' = F
» w = OF gdw. es ein w' € W gibt mit wR w/ und w' = F

WEF gdw. wo E F.
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Modallogik: Gesetze

Folgende Gesetze gelten:
> -0F = O—F
> -OF = O-F
> O(FAG) =0FAOG
> O(FvG) =0FvOG
>
>

O(F A G) impliziert OF A O G, aber nicht umgekehrt
OF vOG impliziert O(F v G), aber nicht umgekehrt

Folgende Gesetze gelten nur fiir gewisse Relationen:
> OF = F wenn R reflexiv ist
> OOF — OOF wenn R transitiv ist
> OF - OF wenn R links-total ist
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Modallogik: Interpretationen

Andere Interpretationen der Modaloperatoren:

» Deontische Logik
LIF: F ist geboten
OF:  F ist erlaubt

» Epistemische Logik
F: F ist bekannt
OF:  F wird fiir moglich gehalten

> Beweisbarkeits-Logik
OF: F ist beweisbar
QF: F ist konsistent (widerspruchsfrei)
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Temporale Logik

Beschreibung zeitlicher Ablaufe eines Systems.

Syntax der Modallogik erweitert um:
» Ist F eine Formel, dann ist OF eine Formel.

LF bedeutet: F gilt immer
QF bedeutet: F gilt irgendwann
(OF bedeutet: F gilt zum nachsten Zeitpunkt

Auffassung einer Interpretation W:
» w € W sind Zustande eines Systems

> w R w', wenn System von w in w’ iibergehen kann

» «a ist der Wert der Komponenten im Zustand w
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Temporale Logik: Semantik

Ein Ablauf V = vy, v1, v», . .. ist eine unendliche Folge von Zustdnden
mit v; R vy fir alle /.

Vi =V, Vig1, Vigo, . .
Definition der Erfiilltheit:
> VExgdw. o (x) =1

» VEQOF gdw. i E F
» V=0F gdw. fiiralle j > 0 gilt Vj = F
> V= OF gdw. esein j > 0 gibt mit Vj = F

W = F gdw. es einen Lauf vV in W gibt mit vop = wp und V = F.
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Temporale Logik: Gesetze
Folgende Gesetze gelten:

> O(FAG) = OFAOG
> O(FvG) = OFv(OG
» OF = FAQOF

> OF = FvQOF
» O0F = OF
> OOF = OF

> OUOF = OOF
> OOUF = OUF
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Temporale Logik: Gesetze

Bisher: nur Aussagen iber einen Ablauf
Lineare Temporale Logik (LTL)
Andere temporale Logik: CTL (Computation Tree Logic)

Explizite Pfadquantoren:
> Ap heiBt: ¢ gilt fiir alle Abldufe
> E heiBt: es gibt Ablauf, fiir den ¢ qilt

Bisher auch: nur Aussagen iiber die Zukunft.

Es gibt auch temporale Logiken mit Operatoren fiir die Vergangenheit.
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Pradikatenlogik zweiter Stufe

Erweiterung der Pradikatenlogik um
» Variablen fiir k-stellige Pradikate

» Quantoren darlber

Fiir jedes k € N bezeichnet X(¥) eine Variable der Stelligkeit k.

Definition von Formeln der Sprache L erweitert um:

> Ist X(K) eine Variable der Stelligkeit k,
und sind tq, ..., ty Terme,
dannist X((ty, ..., tx) eine atomare Formel

> Ist F eine Formel und XX eine k-stellige Variable,
dann sind YX®) F und 3X®) F Formeln.
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Pradikatenlogik zweiter Stufe: Semantik

Eine Bewertung n weist jeder k-stelligen Variablen X(¥)
eine Relation n(X*)) C MX zu.

Definition des Wertes einer Formel erweitert um:

1 falls ([t]7. ... [t]7) € n(Xx k)
0 sonst

[XW(ty, ..., t)lp = {

1 falls VR C M} [[F]](An[xw 1

0 sonst

> [vx®) FJA = { =R]) ~

» Analog fiir 4
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Pradikatenlogik zweiter Stufe: Eigenschaften
Betrachte folgende Formeln:
> Fi = ¥Yx-X@(x,x)
> Frans = YxVy Yz (X@(x,y) 2 XO(y, 2) = XO)(x, 2))
> Fnax = Yx3y XO(x,y)
A= =3X® (Fir A Ferans A Fimax) gdw. Ma endlich ist.

Theorem
Es gibt keine Formel G erster Stufe mit:
A= G gdw. My endlich ist

Theorem

Es gibt keinen Beweiskalkiil, in dem genau die allgemeingiiltigen Formeln zweiter Stufe
herleitbar sind.
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Intuitionistische Logik

Entstanden aus der mathematischen Grundlagenkrise im 19. Jahrhundert.

Nicht-konstruktive Beweisprinzipien werden abgelehnt:
» Beweis flir Av B soll entscheiden ob A oder B gilt.
Daher nicht giiltig: F v —-F

>
» Beweis fiir 3x F nur durch Konstruktion eines t mit F[x := t]
» Daher nicht giiltig: —Vx F — dx -F

>

Auch nicht giiltig: —-—F —> F

Anwendungen in der Informatik:
» Extraktion von Programmen aus Beweisen

» Typsysteme und Semantik fiir funktionale Programmiersprachen
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Intuitionistische Logik: Sequenzenkalkiil

Sequenzen haben rechts hochstens eine Formel:
A oder TH

Regel (v-R) wird ersetzt durch:

A -6

rra sV Fra (R

Damit sind folgende Sequenzen nicht herleitbar:
> - Fv-oF
> —fFFF
> —Vx FFdx-F
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Ende der 13. Vorlesung
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