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Sei X eine Menge von Variablen.

Terme der Sprache L sind iiber X definiert durch:
» Jedes Konstantensymbol ¢ € C ist ein Term
» Jede Variable x € X ist ein Term

» st f € F ein Funktionssymbol der Stelligkeit k,
und sind tq, ..., t, Terme,
dannist f(ty,..., tx) ein Term

Ein Term ist geschlossen, wenn er keine Variablen enthalt.
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Ein Quantor Vx bindet alle Vorkommen der Variablen x in der Formel Vx F.

Variablen, die durch keinen Quantor gebunden sind, sind freie Variable.

Eine Formel ist geschlossen, wenn sie keine freien Variablen enthalt.
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Substitution

Ist F eine Formel, x eine Variable und t ein Term,
dann bezeichnet F[x := t] die Formel, in der alle freien Vorkommen
von x durch t ersetzt werden.
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Substitution

Ist F eine Formel, x eine Variable und t ein Term,
dann bezeichnet F[x := t] die Formel, in der alle freien Vorkommen

von x durch t ersetzt werden.

Sonderfall in der Definition bei Quantoren:
> (Vx F)[x =t]=VxF
> (Vy F)[x := t] wird wie folgt definiert:

» Umbennenung von y in eine Variable z # x, die in t nicht vorkommt

» anschlieBend Ersetzung aller freien Vorkommen von x in F durch t

» Analog fiir 3
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Ende der 11. Vorlesung
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Semantik: Interpretation

Eine Interpretation A einer Sprache erster Ordnung L = (C, F, P) besteht aus:
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» fiir jedes k-stellige Funktionssymbol f € F eine Funktion
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Semantik: Wert eines Terms

Eine Bewertung ist eine Funktion 1 : X — Ma.
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Eine Bewertung ist eine Funktion 1 : X — Ma.

Der Wert [t]7 € Ma eines Terms t in einer Interpretation A
unter Bewertung 7 ist rekursiv definiert durch:

> Fir ceCist [c]y = ca
> Fiir eine Variable x ist [x]7 = n(x)

» Fir f € Fund Terme £y, ..., ty ist
[f(tr, ... t)ln = fa(ltaly. - [t]7)

Der Wert eines geschlossenen Terms t ist unabhingig von n: schreibe [t]A.
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Semantik: Wert einer Formel

Der Wert [[F]],A; € B einer Formel F in einer Interpretation A
unter Bewertung 7 ist rekursiv definiert durch:
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Semantik: Wert einer Formel

Der Wert [[F]],A; € B einer Formel F in einer Interpretation A
unter Bewertung 7 ist rekursiv definiert durch:

» Fiir PP und Terme ti, ..., ty ist
1 falis ([6]4, ... [t7) € Pa

0 falls ([[tl]]'s ..... [[tk]]'s) ¢ Pa
> [-F]7 = -[F]7
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Semantik: Wert einer Formel

Der Wert [[F]]f; € B einer Formel F in einer Interpretation A
unter Bewertung 7 ist rekursiv definiert durch:

» Fiir PP und Terme ti, ..., ty ist
1 falls ([t]2, ..., [t]7) € Pa
[P(ts, ... t)]A = A f
0 falls ([a]f, ... [t]7) ¢ Pa

> [ = -IFI2
> [FoGlA=[FIAo[G]A firoe {av,—}
falls fiir alle a € My gilt [F]A

sonst

=1

nlx:=a] —

> [Vx F]}f‘, = {(1)

falls es ein a € M gibt mit [F]A =1

sonst

nlx:=a] —

> [3Ix F]};“, = {(1)
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Semantische Eigenschaften

Eine Formel F ist wahr in der Interpretation A, geschrieben A = F,
wenn [[F]]ﬁ =1 fiir jede Bewertung 7.
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In diesem Fall heiBt A ein Modell von F.

Formeln F und G sind aquivalent, geschrieben F = G,
wenn fiir alle Interpretationen A und alle Bewertungen n gilt [F]; = [G]3.

Eine Menge T von Formeln impliziert F, geschrieben T = F,
wenn fiir jedes A mit A= G firalle Ge T gilt: AE F.

Eine Formel F ist allgemeingiiltig, wenn A = F fiir jede Interpretation A gilt.
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Pranex-Normalform

Eine Formel F ist in Pranex-Normalform, wenn sie von der Form
Qix1 Qoxo ... Qnxn G
ist, wobei Q; € {V,3} ist und G keine Quantoren enthilt.
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Pranex-Normalform

Theorem
Fiir jede Formel F gibt es eine Formel P(F) in Pranex-Normalform mit P(F) = F.

Beweis.

Ohne Beschrankung der Allgemeinheit kommt — in £ nicht vor.

Der Beweis nutzt die folgenden Aquivalenzen, um die Quantoren an den Anfang der Formel
zu ziehen:

> Vx F=3dx—F
> —dx F =Vx-F
» (VxF)o G =Vx(FoG) firoe{A, vV} und x nicht frei in G
» (3xF)o G =3x(FoG) firoe {A, V}und x nicht frei in G
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Beweis (Fortsetzung).

Als Beispiel beweisen wir, dass (Vx F) A G = Vx (F A G), wobei x nicht frei in G ist.
Die Beweise fiir die anderen Aquivalenzen sind analog.

14 /23



Pranex-Normalform

Theorem
Fiir jede Formel F gibt es eine Formel P(F) in Pranex-Normalform mit P(F) = F.

Beweis (Fortsetzung).

Als Beispiel beweisen wir, dass (Vx F) A G = Vx (F A G), wobei x nicht frei in G ist.
Die Beweise fiir die anderen Aquivalenzen sind analog.

[(vx F)A Gl =1

14 /23



Pranex-Normalform

Theorem
Fiir jede Formel F gibt es eine Formel P(F) in Pranex-Normalform mit P(F) = F.

Beweis (Fortsetzung).

Als Beispiel beweisen wir, dass (Vx F) A G = Vx (F A G), wobei x nicht frei in G ist.
Die Beweise fiir die anderen Aquivalenzen sind analog.

[(Vx F)A Gl =1

gdw. [Vx F]7 =1 und [G]) =1

14 /23



Pranex-Normalform

Theorem
Fiir jede Formel F gibt es eine Formel P(F) in Pranex-Normalform mit P(F) = F.

Beweis (Fortsetzung).

Als Beispiel beweisen wir, dass (Vx F) A G = Vx (F A G), wobei x nicht frei in G ist.
Die Beweise fiir die anderen Aquivalenzen sind analog.

[(Vx F)A Gl =1

gdw. [Vx F]7 =1 und [G]) =1

gdw. [F]7,._ =1 fir alle a € Ma und [G]7 = 1

14 /23



Pranex-Normalform

Theorem
Fiir jede Formel F gibt es eine Formel P(F) in Pranex-Normalform mit P(F) = F.

Beweis (Fortsetzung).

Als Beispiel beweisen wir, dass (Vx F) A G = Vx (F A G), wobei x nicht frei in G ist.
Die Beweise fiir die anderen Aquivalenzen sind analog.

[(Vx F)A Gl =1

gdw. [Vx F]7 =1 und [G]) =1

gdw. [F]7,._ =1 fir alle a € Ma und [G]7 = 1

gdw. [F]7._ =1 firalle a€ Ma und [G]7,._; =1 (da x nicht frei in G ist)

n[x:=a n[x:=a

14 /23



Pranex-Normalform

Theorem
Fiir jede Formel F gibt es eine Formel P(F) in Pranex-Normalform mit P(F) = F.

Beweis (Fortsetzung).

Als Beispiel beweisen wir, dass (Vx F) A G = Vx (F A G), wobei x nicht frei in G ist.
Die Beweise fiir die anderen Aquivalenzen sind analog.

[(Vx F)A Gl =1

gdw. [Vx F]7 =1 und [G]) =1

gdw. [F]7,._ =1 fir alle a € Ma und [G]7 = 1

gdw. [F]7._ =1 firalle a€ Ma und [G]7,._; =1 (da x nicht frei in G ist)

gdw. [F A Gl =1 fir alle a € Ma

14 /23



Pranex-Normalform

Theorem
Fiir jede Formel F gibt es eine Formel P(F) in Pranex-Normalform mit P(F) = F.

Beweis (Fortsetzung).

Als Beispiel beweisen wir, dass (Vx F) A G = Vx (F A G), wobei x nicht frei in G ist.
Die Beweise fiir die anderen Aquivalenzen sind analog.

[(Vx F)A Gl =1

gdw. [Vx F]7 =1 und [G]) =1

gdw. [F]7,._ =1 fir alle a € Ma und [G]7 = 1

gdw. [F]7._ =1 firalle a€ Ma und [G]7,._; =1 (da x nicht frei in G ist)

gdw. [F A Gl =1 fir alle a € Ma
gdw. [Vx (FAG)|a =1. O

14 /23



Skolemisierung

Lemma

Seien eine Interpetation A und G eine Formel, sodass gilt A |=Vx; Vx> ... Vxx dy G,
und sei f ¢ F ein neues k-stelliges Funktionssymbol, dass wir Skolem-Funktion nennen.

Dann gibt es eine Funktion h: M — Ma, sodass
A EYx VX .. .Vxk Gly = f(xq, ..., Xk)]

wobei A’ die Erweiterung von A mit fa = h ist.
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Wir definieren h: Ma — M als h(a) := ein beliebiges b € M mit [[G]]éq::a’y::b) =1

Somit gilt fiir alle a € Ma, dass [Gy = f(x1)]I(..) = L.
wobei A’ die Erweiterung von A mit fy = h ist. L]
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Durch eine k-fache Anwendung der letzten beiden Lemmata konnen wir die 3-Quantoren in
P(F) durch Skolem-Funktionen ersetzen, ohne die Erfiillbarkeit der Formel zu beeinflussen.
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17/23



Sequenzenkalkil

Der Sequenzenkalkiil fiir die Pradikatenlogik ist definiert wie der fiir die Aussagenlogik.

18/23



Sequenzenkalkil
Der Sequenzenkalkiil fiir die Pradikatenlogik ist definiert wie der fiir die Aussagenlogik.

Zusatzliche Regeln fiir Quantoren:

18/23



Sequenzenkalkil
Der Sequenzenkalkiil fiir die Pradikatenlogik ist definiert wie der fiir die Aussagenlogik.
Zusatzliche Regeln fiir Quantoren:

MAx:=tFA
[VxAFA

ME A Ax:=y]

(+-0) F-A,VxA

(V-R)

18/23



Sequenzenkalkil

Der Sequenzenkalkiil fiir die Pradikatenlogik ist definiert wie der fiir die Aussagenlogik.

Zusatzliche Regeln fiir Quantoren:

MAx:=t]FA TEA Ax:=y]
MVxAEFA (+-0) F-A,VxA (-R)

MAx:=ylFA M= A Ax = t]
raxAk A (3-0) FTEA,IxA (3-R)

18/23



Sequenzenkalkil

Der Sequenzenkalkiil fiir die Pradikatenlogik ist definiert wie der fiir die Aussagenlogik.

Zusatzliche Regeln fiir Quantoren:

RAk:=0ra. ,, TFEaAx=y]

MVxAEFA (+-0) F-A,VxA (-R)
MAx:=ylFA M= A Ax = t]
raxAk A (3-0) FTEA,IxA (3-R)

Bei den Regeln (V-R) und (3-L) gilt die Eigenvariablen-Bedingung:

die Variable y darf in der Konklusion nicht vorkommen
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Sequenzenkalkiil: Korrektheit
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erfiillt A die Pramissen der Regel, dann auch die Konklusion.
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Daher [F]7,._, fir jede n, wobei a = [t];' € Ma.

Es gibt also ein a € M4, sodass [[F]]TA;[X:S] fur jede 7.

Mit anderen Worten: [3x F]7 fiir jede 7. O
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Theorem
Sei eine Herleitung von S aus den Pramissen P gegeben.

Dann gilt fiir jede Interpretation A:
Wenn A = P fiir alle P € P, dann auch A= S.

Bewels.
Wie bei der Aussagenlogik. L]

Korollar

Gibt es einen Bewelis fiir = F, dann ist F allgemeingiiltig.
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Sequenzenkalkil: Vollstandigkeit

Theorem

Ist F allgemeingiiltig, dann gibt es einen Beweis fiir - F.
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Ende der 12. Vorlesung
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