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Ganzzahlige Division mit Rest

Fiir alle a, b € Z mit b # 0 gibt es eindeutig bestimmte q, r € Z mit
0<r<|bl und a=qg-b+r

Notation: ¢ = |a/b] und r=amodb
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Jedes a € Z mit a | b ist ein Teiler von b.

FiralleaeZgilt 1| aund a| a.
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gg T und kgV

Fir a, b € Z definiere
> groBter gemeinsamer Teiler: ggT(a, b) := max {k € N | k| aund k | b}
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Primzahlen

Eine Zahl p € N mit p > 2 heilt Primzahl, wenn gilt:

a|pgilt nurfira=1odera=p
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Eine Zahl p € N mit p > 2 heilt Primzahl, wenn gilt:

a|pgilt nurfira=1odera=p

Die ersten Primzahlen sind 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43, 47, 53, 59.
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Bewelis.
Sei P:={peN|pis prim}.
Nehmen wir an, dass P endlich ist. Sei n:= |P|.

Seien p1, ..., pn alle Primzahlen.
Wir setzen N :=p;-... - pp+ 1.

Da Nmod p; =1, gilt p; f N fiir alle i € {1, ..., n}.

Nach Beispiel in Kapitel 1 muss N ein Produkt von Primzahlen sein.
Diese sind aber nicht Teil von P. Widerspruch. L]
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Lemma von Euklid

Lemma (Euklid)
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Fallsp | a-b, dann p | a oder p | b.
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Durch das Lemma von Bézout gibt es s, t € Z, sodass 1 = sp + ta.

Also b = spb + tab.
Da p| ab, ist ab = cp fir ein c € N.

b = spb+ tcp = p(sb + tc).
Somit p | b. O

8/30



Sieb des Erathosthenes

Algorithmus zur Berechnung der Primzahlen bis n

Liste :=1[2,3,4,..., n

repeat
p = erstes unmarkiertes und nicht gestrichenes Element der Liste
markiere p
streiche alle Vielfachen von p

until p > +/n
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Esist m(10) =4, m(20) =8, m(30) = 10, 7(100) = 25.

Theorem (Primzahlsatz)

. m(n)
m(n) ~n/Inn, d.h. nll_)ngo g 1

11/30



Der euklidische Algorithmus

Eingabe: mneNmit m<n

Ausgabe:  ggT(m, n)

12/30



Der euklidische Algorithmus

Eingabe: mneNmit m<n

Ausgabe:  ggT(m, n)

Euklid(m,n)
if m=0 then
return n
else if m| n then
return m
else
return Euklid(n mod m,m)
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Offensichtlich gilt ggT(r, m) | r und ggT(r, m) | m.

Zudem gilt ggT(r, m) | n, denn n=gm+r.

Daher ggT(r,m) | ggT(m, n).

Wegen der Antisymmetrie von | gilt ggT(r, m) = ggT (m, n). O
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Der erweiterte euklidische Algorithmus

Eingabe: m,neN mit m<n
Ausgabe: s, t€Z mit ggT(m,n)=sm+tn

ErwEuklid(m,n)

if m =0 then
return (0, 1)

else if m| n then
return (1,0)

else
(', t') := ErwEuklid(n mod m,m)
s=t —s'|n/m]|
t=ys
return (s,t)
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Induktionshypothese, dass es s, t' € Z mit ggT (r, m) = s'r + t'm gibt.

Durch die Induktionshypothese und das letzte Lemma gilt
ggT(m,n)=ggT(r,m)=sr+t'm
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Der Algorithmus setzt s zu t' — s’q und t zu s’ 0
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Modulare Arithmetik

Definiere die Aquivalenzrelation

a=b(modm) gdw. m|a—b
Die Aquivalenzklassen sind die Restklassen modulo m.

Vertretersystem: Z,, = {0,1, ..., m-—1}
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3. amod m = bmod m

Bewels.

» 1 — 2: m|(a— b). Daher gibt es ein t € Z, sodass a — b = tm. Somit a = b+ tm.

» 2 — 3: Esgibt q,r € Z, sodass b= gm + r und r = bmod m.
Daher a= gm+ tm+r = (g + t)m+ r. Somit r = a mod m.
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Modulare Arithmetik

Lemma

Die folgenden Aussagen sind aquivalent:
1. a= b (mod m)
2. a=b+t-mfireinteZ

3. amod m = bmod m

Beweis.
» 1 — 2: m|(a— b). Daher gibt es ein t € Z, sodass a — b = tm. Somit a = b+ tm.

» 2 — 3: Esgibt q,r € Z, sodass b= gm + r und r = bmod m.
Daher a= gm+ tm+r = (g + t)m+ r. Somit r = a mod m.

» 3 — 1: Esgibt g1, g>,r € Z, sodass a= g m+r und b= gm+r.
Dahera—b=gim—gm+r—r = (g — g2)m. Somit m| (a — b). 0
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Lemma
Fiir alle a, b, m € Z mit m > 1 gilt:
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= (r1 + ) mod m, denn:

m| (g1 + G@)m—+n+nr)—(n+r) wel m| (g + g)m,

das heiBt, (g1 + ) m+n + rn =n + rn (mod m). ]

19/30



Modulares Rechnen

Lemma
Fiir alle a, b, m € Z mit m > 1 gilt:

(a-b)mod m = (amod m - bmod m) mod m

20/30



Modulares Rechnen

Lemma
Fiir alle a, b, m € Z mit m > 1 gilt:

(a-b)mod m = (amod m - bmod m) mod m

Bewels.

20/30



Modulares Rechnen

Lemma
Fiir alle a, b, m € Z mit m > 1 gilt:

(a-b)mod m = (amod m - bmod m) mod m

Bewelis.
a=qgm-+nr, mitrp=amodm

Es gibt g1, g2, 1, » € Z, sodass ) .
=gm-+r, mit n=>bmodm

20/30



Modulares Rechnen

Lemma
Fiir alle a, b, m € Z mit m > 1 gilt:

(a-b)mod m = (amod m - bmod m) mod m

Bewelis.
: a=qgm-+nr, mitrp=amodm
Es gibt g1, g2, 1, » € Z, sodass i ! ) ! .
=gm-+r, mit n=>bmodm

ab mod m
=((ggm+n)-(g2m—+ rz)) mod m

20/30



Modulares Rechnen

Lemma
Fiir alle a, b, m € Z mit m > 1 gilt:

(a-b)mod m = (amod m - bmod m) mod m

Bewelis.
: a=qm-+nrn mitrn=amodm
Es gibt g1, g2, 1, » € Z, sodass l ! ) ! .
=gm-+r, mit n=>bmodm
ab mod m
=((ggm+n)-(g2m—+ rz)) mod m
= (q1q2m? + Grrom + r1Gom + rir>) mod m

20/30



Modulares Rechnen

Lemma
Fiir alle a, b, m € Z mit m > 1 gilt:

(a-b)mod m = (amod m - bmod m) mod m

Bewelis.
a=qgm-+nr, mitrp=amodm

Es gibt g1, g2, 1, » € Z, sodass ) .
b=g¢gm-+r, mit n=bmodm

abmod m

=((ggm+n)-(g2m—+ rz)) mod m

= (q1gem? + grram + rigom + rir) mod m
= ((q12m+ q1r2 + ng2)m + rir) mod m

20/30



Modulares Rechnen

Lemma
Fiir alle a, b, m € Z mit m > 1 gilt:

(a-b)mod m = (amod m - bmod m) mod m

Bewelis.
a=qgm-+nr, mitrp=amodm

Es gibt g1, g2, 1, » € Z, sodass ) .
=gm-+r, mit n=>bmodm

ab mod m

((am+r1) - (gam + r2)) mod m

= (q1gem? + grram + rigom + rir) mod m

((qr2m+ qiro + rng2)m + rirz) mod m

rnr,modm (siehe letzten Beweis). O

20/30



Schnelle Exponentiation

Berechne a? mod m wie folgt.

21/30



Schnelle Exponentiation

Berechne a? mod m wie folgt.

1. Zerlege b binar:  finde B; < --- < B mit S5 2% = p

21/30



Schnelle Exponentiation

Berechne a? mod m wie folgt.
1. Zerlege b binar:  finde B; < --- < B mit S5 2% = p

2. Berechne o; = a* mod m fiir j € {0, .. ., Br}:

Qg =a
aji1 = a mod m

21/30



Schnelle Exponentiation

Berechne a? mod m wie folgt.
1. Zerlege b binar:  finde B; < --- < B mit S5 2% = p

2. Berechne o; = a* mod m fiir j € {0, .. ., Br}:

Qg =a
aji1 = a mod m

3. Berechne a” mod m = ([]/_; a,) mod m.

21/30



Kongruenz

Lemma

Fiir alle a, b, c,d, m € Z mit m > 1 gilt: Sind
a=b(modm) und c=d(modm)

dann ist auch

a+c=b+d (mod m)

22/30



Kongruenz

Lemma

Fiir alle a, b, c,d, m € Z mit m > 1 gilt: Sind
a=b(modm) und c=d(modm)

dann ist auch

a+c=b+d (mod m)

Bewels.

22/30



Kongruenz
Lemma
Fiir alle a, b, c,d, m € Z mit m > 1 gilt: Sind
a=b(modm) und c=d(modm)
dann ist auch

a+c=b+d (mod m)

Beweis.
Aus a = b (mod m) folgt m | (a— b), d.h. es gibt t; € Z, sodass a— b = tym.

22/30



Kongruenz

Lemma

Fiir alle a, b, c,d, m € Z mit m > 1 gilt: Sind
a=b(modm) und c=d(modm)

dann ist auch

a+c=b+d (mod m)
Bewels.

Aus a = b (mod m) folgt m | (a— b), d.h. es gibt t; € Z, sodass a— b = tym.
Aus ¢ = d (mod m) folgt m | (c — d), d.h. es gibt t, € Z, sodass ¢ — d = t,m.

22/30



Kongruenz

Lemma

Fiir alle a, b, c,d, m € Z mit m > 1 gilt: Sind
a=b(modm) und c=d(modm)

dann ist auch

a+c=b+d (mod m)

Bewels.

Aus a = b (mod m) folgt m | (a— b), d.h. es gibt t; € Z, sodass a— b = tym.
Aus ¢ = d (mod m) folgt m | (c — d), d.h. es gibt t, € Z, sodass ¢ — d = t,m.
Um a+ c = b+ d (mod m) zu zeigen, reicht es zu zeigen, dass m | (a+ ¢) — (b + d).

22/30



Kongruenz

Lemma

Fiir alle a, b, c,d, m € Z mit m > 1 gilt: Sind
a=b(modm) und c=d(modm)

dann ist auch

a+c=b+d (mod m)

Bewels.

Aus a = b (mod m) folgt m | (a— b), d.h. es gibt t; € Z, sodass a— b = tym.
Aus ¢ = d (mod m) folgt m | (c — d), d.h. es gibt t, € Z, sodass ¢ — d = t,m.
Um a+ c = b+ d (mod m) zu zeigen, reicht es zu zeigen, dass m | (a+ ¢) — (b + d).

(a+c)—(b+d)

22/30



Kongruenz

Lemma

Fiir alle a, b, c,d, m € Z mit m > 1 gilt: Sind
a=b(modm) und c=d(modm)

dann ist auch

a+c=b+d (mod m)

Beweis.

Aus a = b (mod m) folgt m | (a— b), d.h. es gibt t; € Z, sodass a— b = tym.

Aus ¢ = d (mod m) folgt m | (c — d), d.h. es gibt t, € Z, sodass ¢ — d = t,m.

Um a+ c = b+ d (mod m) zu zeigen, reicht es zu zeigen, dass m | (a+ ¢) — (b + d).
(a+c¢c)—(b+4d)

=(a—b)+(c—d)

22/30



Kongruenz

Lemma

Fiir alle a, b, c,d, m € Z mit m > 1 gilt: Sind
a=b(modm) und c=d(modm)

dann ist auch

a+c=b+d (mod m)

Bewels.

Aus a = b (mod m) folgt m | (a— b), d.h. es gibt t; € Z, sodass a— b = tym.

Aus ¢ = d (mod m) folgt m | (c — d), d.h. es gibt t, € Z, sodass ¢ — d = t,m.

Um a+ c = b+ d (mod m) zu zeigen, reicht es zu zeigen, dass m | (a+ ¢) — (b + d).
(a+c¢c)—(b+4d)

=(a—b)+(c—d)

=ttm+tom

22/30



Kongruenz

Lemma

Fiir alle a, b, c,d, m € Z mit m > 1 gilt: Sind
a=b(modm) und c=d(modm)

dann ist auch

a+c=b+d (mod m)

Beweis.

Aus a = b (mod m) folgt m | (a— b), d.h. es gibt t; € Z, sodass a— b = tym.

Aus ¢ = d (mod m) folgt m | (c — d), d.h. es gibt t, € Z, sodass ¢ — d = t,m.

Um a+ c = b+ d (mod m) zu zeigen, reicht es zu zeigen, dass m | (a+ ¢) — (b + d).
(a+c¢c)—(b+4d)

=(a—b)+(c—d)

=tim+tm

= (tl aF tz)m. L]

22/30



Kongruenz

Lemma

Fiir alle a, b, c,d, m € Z mit m > 1 gilt: Sind
a=b(modm) und c=d(modm)

dann ist auch

a-c=b-d(mod m)

23/30



Kongruenz

Lemma

Fiir alle a, b, c,d, m € Z mit m > 1 gilt: Sind
a=b(modm) und c=d(modm)

dann ist auch

a-c=b-d(mod m)

Bewels.

23/30



Kongruenz

Lemma

Fiir alle a, b, c,d, m € Z mit m > 1 gilt: Sind
a=b(modm) und c=d(modm)

dann ist auch

a-c=b-d(mod m)
Bewels.

Aus a = b (mod m) folgt m | (a— b), d.h. es gibt t; € Z, sodass a— b = tym.
Aus ¢ = d (mod m) folgt m | (c — d), d.h. es gibt t, € Z, sodass ¢ — d = t,m.

23/30



Kongruenz

Lemma

Fiir alle a, b, c,d, m € Z mit m > 1 gilt: Sind
a=b(modm) und c=d(modm)

dann ist auch

a-c=b-d(mod m)

Bewels.

Aus a = b (mod m) folgt m | (a— b), d.h. es gibt t; € Z, sodass a— b = tym.
Aus ¢ = d (mod m) folgt m | (c — d), d.h. es gibt t, € Z, sodass ¢ — d = t,m.
Um ac = bd (mod m) zu zeigen, reicht es zu zeigen, dass m | (ac — bd).

23/30



Kongruenz

Lemma

Fiir alle a, b, c,d, m € Z mit m > 1 gilt: Sind
a=b(modm) und c=d(modm)

dann ist auch

a-c=b-d(mod m)

Bewels.

Aus a = b (mod m) folgt m | (a— b), d.h. es gibt t; € Z, sodass a— b = tym.
Aus ¢ = d (mod m) folgt m | (c — d), d.h. es gibt t, € Z, sodass ¢ — d = t,m.
Um ac = bd (mod m) zu zeigen, reicht es zu zeigen, dass m | (ac — bd).

ac — bd

23/30



Kongruenz

Lemma

Fiir alle a, b, c,d, m € Z mit m > 1 gilt: Sind
a=b(modm) und c=d(modm)

dann ist auch

a-c=b-d(mod m)

Beweis.

Aus a = b (mod m) folgt m | (a— b), d.h. es gibt t; € Z, sodass a— b = tym.
Aus ¢ = d (mod m) folgt m | (c — d), d.h. es gibt t, € Z, sodass ¢ — d = t,m.
Um ac = bd (mod m) zu zeigen, reicht es zu zeigen, dass m | (ac — bd).

ac — bd

=a(tom+d) — (a— tim)d

23/30



Kongruenz

Lemma

Fiir alle a, b, c,d, m € Z mit m > 1 gilt: Sind
a=b(modm) und c=d(modm)

dann ist auch

a-c=b-d(mod m)

Beweis.

Aus a = b (mod m) folgt m | (a— b), d.h. es gibt t; € Z, sodass a— b = tym.
Aus ¢ = d (mod m) folgt m | (c — d), d.h. es gibt t, € Z, sodass ¢ — d = t,m.
Um ac = bd (mod m) zu zeigen, reicht es zu zeigen, dass m | (ac — bd).

ac — bd

=a(tom+d) — (a— tim)d

= atom+ ad — ad + tymd

23/30



Kongruenz

Lemma

Fiir alle a, b, c,d, m € Z mit m > 1 gilt: Sind
a=b(modm) und c=d(modm)

dann ist auch

a-c=b-d(mod m)

Beweis.

Aus a = b (mod m) folgt m | (a— b), d.h. es gibt t; € Z, sodass a— b = tym.

Aus ¢ = d (mod m) folgt m | (c — d), d.h. es gibt t, € Z, sodass ¢ — d = t,m.

Um ac = bd (mod m) zu zeigen, reicht es zu zeigen, dass m | (ac — bd).

ac — bd

=a(tom+d) — (a— tim)d

= atom+ ad — ad + tymd

= (an aF tld)m. L]

23/30



Kongruenz

Lemma
Fiir alle a, b,c, m € Z mit m > 1 gilt:

Ist a4+ c = b+ c (mod m), dann auch a= b (mod m)

24 /30



Kongruenz

Lemma
Fiir alle a, b,c, m € Z mit m > 1 gilt:

Ist a4+ c = b+ c (mod m), dann auch a= b (mod m)

Bewels.

24 /30



Kongruenz

Lemma
Fiir alle a, b,c, m € Z mit m > 1 gilt:

Ist a4+ c = b+ c (mod m), dann auch a= b (mod m)

Beweis.
Daa+c=b+c (modm), gilt m|(a+c)—(b+c)=a—b.

24 /30



Kongruenz

Lemma
Fiir alle a, b,c, m € Z mit m > 1 gilt:

Ist a4+ c = b+ c (mod m), dann auch a= b (mod m)
Bewelis.

Daa+c=b+c (modm), gilt m|(a+c)—(b+c)=a—b.
Das heiBt, a = b (mod m). Ol

24 /30



Kongruenz

Lemma
Fiir alle a, b, c,m € Z mit m > 1 und ggT (c, m) =1 gilt:

Ista-c=b-c(modm), dann auch a = b (mod m)

25/30



Kongruenz

Lemma
Fiir alle a, b, c,m € Z mit m > 1 und ggT (c, m) =1 gilt:

Ista-c=b-c(modm), dann auch a = b (mod m)

Bewels.

25/30



Kongruenz

Lemma
Fiir alle a, b, c,m € Z mit m > 1 und ggT (c, m) =1 gilt:

Ista-c=b-c(modm), dann auch a = b (mod m)

Bewelis.
Da ac = bc (mod m), gilt m | (ac — bc) = (a— b)c.

25/30



Kongruenz

Lemma
Fiir alle a, b, c,m € Z mit m > 1 und ggT (c, m) =1 gilt:

Ista-c=b-c(modm), dann auch a= b (mod m)
Beweis.

Da ac = bc (mod m), gilt m | (ac — bc) = (a— b)c.
Da ggT(c,m) =1, gilt m | (a— b). 0

25/30



Losen von Kongruenzen

Lemma
Fiira,b,m € Z mit m > 1 und ggT(a, m) =1 hat die Kongruenz
a-x=b (mod m)

genau eine Lésung X € Zp,.

26 /30



Losen von Kongruenzen

Lemma
Fiira,b,m € Z mit m > 1 und ggT(a, m) =1 hat die Kongruenz
a-x = b (mod m)

genau eine Lésung X € Zp,.

Bewels.

26 /30



Losen von Kongruenzen

Lemma
Fiira,b,m € Z mit m > 1 und ggT(a, m) =1 hat die Kongruenz

a-x = b (mod m)

genau eine Lésung X € Zp,.

Beweis.
Aus ggT (a, m) = 1 und dem Lemma von Bézout folgt, dass es s, t gibt, sodass sa + tm = 1.

26 /30



Losen von Kongruenzen

Lemma
Fiira,b,m € Z mit m > 1 und ggT(a, m) =1 hat die Kongruenz
a-x = b (mod m)

genau eine Lésung X € Zp,.

Bewels.

Aus ggT (a, m) = 1 und dem Lemma von Bézout folgt, dass es s, t gibt, sodass sa + tm = 1.
Daher bsa + tbm = b.

26 /30



Losen von Kongruenzen

Lemma
Fiira,b,m € Z mit m > 1 und ggT(a, m) =1 hat die Kongruenz
a-x = b (mod m)

genau eine Lésung X € Zp,.

Bewels.

Aus ggT (a, m) = 1 und dem Lemma von Bézout folgt, dass es s, t gibt, sodass sa + tm = 1.
Daher bsa + tbm = b.
Daher bsa = b (mod m).

26 /30



Losen von Kongruenzen

Lemma
Fiira,b,m € Z mit m > 1 und ggT(a, m) =1 hat die Kongruenz
a-x = b (mod m)

genau eine Lésung X € Zp,.

Bewels.

Aus ggT (a, m) = 1 und dem Lemma von Bézout folgt, dass es s, t gibt, sodass sa + tm = 1.
Daher bsa + tbm = b.

Daher bsa = b (mod m).

Daher ax = bsa (mod m) wegen ax = b (mod m).

26 /30



Losen von Kongruenzen

Lemma
Fiira,b,m € Z mit m > 1 und ggT(a, m) =1 hat die Kongruenz
a-x = b (mod m)

genau eine Lésung X € Zp,.

Bewels.

Aus ggT (a, m) = 1 und dem Lemma von Bézout folgt, dass es s, t gibt, sodass sa + tm = 1.
Daher bsa + tbm = b.

Daher bsa = b (mod m).

Daher ax = bsa (mod m) wegen ax = b (mod m).

Somit x = bs + m.

26 /30



Losen von Kongruenzen

Lemma
Fiira,b,m € Z mit m > 1 und ggT(a, m) =1 hat die Kongruenz
a-x = b (mod m)

genau eine Lésung X € Zp,.

Bewels.

Aus ggT (a, m) = 1 und dem Lemma von Bézout folgt, dass es s, t gibt, sodass sa + tm = 1.
Daher bsa + tbm = b.

Daher bsa = b (mod m).

Daher ax = bsa (mod m) wegen ax = b (mod m).

Somit x = bs + m.

Diese Losung ist eindeutig in Z,. ]

26 /30



Losen von Kongruenzen

Lemma
Fiira,b,m € Z mit m > 1 und ggT(a, m) =1 hat die Kongruenz
a-x = b (mod m)

genau eine Lésung X € Zp,.

Bewels.

Aus ggT (a, m) = 1 und dem Lemma von Bézout folgt, dass es s, t gibt, sodass sa + tm = 1.
Daher bsa + tbm = b.

Daher bsa = b (mod m).

Daher ax = bsa (mod m) wegen ax = b (mod m).

Somit x = bs + m.

Diese Losung ist eindeutig in Z,. ]

Speziell fiir b = 1: Lésung von ax = 1 (mod m) ist Inverses von a modulo m.
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Der chinesische Restesatz

Theorem (Chinesischer Restessatz)
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x =b; (mod m;) firie{1,... k}
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Theorem (Kleiner Satz von Fermat)
Fiir alle n e N mit n > 1 gilt:
n ist Primzahl gdw. a"'=1 (mod n) fiir alle a € Z, \ {0}

Beweis.

Richtung —: Aus Euler folgt Fermat:
Wenn n eine Primzahl ist, dann sind ¢@(n) = n—1 und Z; = Z, \ {0}. O
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