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Transitive Hille

Relation R auf A

~» transitive Hiille R

aRT™ b gdw. aR boderesgibt x,..., Xk € A (k>1) mit
> aRxq
> X; R xj4 firalleje {1,..., k—1}
> Xk R b.
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3/15



Reflexive, transitive Hiille

Reflexive, transitive Hiille:
R* := RtU{(a,a)| ac A}
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Reflexive, transitive Hiille:
R* := RtU{(a,a)| ac A}

Ist R O R reflexiv und transitiv, dann ist R’ O R*.

Alternative Definition:
R* ist die minimale reflexive und transitive Relation R’ O R.

R ist azyklisch, wenn es keine ay, ..., ax € A (k>1) gibt, mit

aaRanrnaRan-nak1RaknaRar

Ist R azyklisch, so ist R* eine partielle Ordnung.
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Minimale und Maximale Elemente

Sei < eine partielle Ordnung auf A.

» a € A heiBt maximales Element,
fallses kein y € Agibt mit y Zaund a <X y.
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Sei < eine partielle Ordnung auf A.

» a <€ A heiBt maximales Element,
fallses kein y € Agibt mit y Zaund a <X y.

» a € A heiBt minimales Element,
falls es kein y € Agibt mit y Za und y < a.

> a < A heiBt groBtes Element oder Maximum,
falls y < a fiir alle y € A qilt.

» a € A heiBt kleinstes Element oder Minimum,
falls a X y fiir alle y € A qgilt.

Maximum und Minimum sind eindeutig, wenn sie existieren.
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Lineare Ordnungen

Eine partielle Ordnung < auf A ist eine lineare (oder totale) Ordnung,
wenn gilt: fir alle a,b€ Aist a < b oder b =< a.
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Theorem
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Lineare Ordnungen

Theorem

Jede endliche partielle Ordnung hat eine lineare Erweiterung.

Beweis (durch vollstandige Induktion).

» Induktionsanfang: |A| = 0. Trivial.

» Induktionsschritt: |A| > 0.
Sei a € A ein maximales Element beziiglich <.
Sei A" := A\ {a}.
Sei =’ die Einschrankung von < auf A’ (d.h. =" := <N (A" x A)).
Offensichtlich ist < eine partielle Ordnung auf A’.
Nach der Induktionshypothese hat <’ eine lineare Erweiterung <’.
Wir erweitern <’ durch a als groBtes Element: < := <" U {(x, a) | x € A}.
Dann ist < eine lineare Ordnung auf A. O
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Ende der 3. Vorlesung
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Infimum und Supremum
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Verbande

Eine Menge A mit partieller Ordnung = ist ein Verband,
wenn es fiir je zwei a, b ein Infimum und ein Supremum gibt.
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Beispiel 1: Potenzmengenverband

P(M) mit der Ordnung C (Teilmenge)

AU B ist das Supremum von A und B und
AN B das Infimum von A und B.

Kleinstes Element ist (), groBtes Element ist M.
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Beispiel 2: Teilerverband

{x € N| x| n} mit der Ordnung | (Teilbarkeit)

ggT(x,y) (groBter gemeinsamer Teiler) ist das Infimum von x und y und
kgV(x,y) (kleinstes gemeinsames Vielfaches) ist das Supremum von x und y.

Kleinstes Element ist 1, groBtes Element ist n.
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Beispiel 3: Partitionsverband

Sei Part(M) die Menge aller Partitionen einer Menge M.
Seien A = {A;, ..., Apbund B={By,..., Bm} Partitionen von M.
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Seien A = {A;, ..., Apbund B={By,..., Bm} Partitionen von M.

Die Relation A < B auf Part(M) ist definiert durch
Vign,ﬂjgm,AigBj

Theorem
Die Menge Part(M) mit der Relation < bildet einen Verband.

Infimum von A und B: {AiNB;|ij<n, AinB;# 0} oder Aquivalenzklassen von ~ 4 N ~g
Supremum von A und B: Aquivalenzklassen von (~4 U ~g)*

Bemerkung: die Zahlen B,, = |Part([n])| heiBen Bell-Zahlen.
Es gilt: Bo=By=1, Bo=2, B3=5, Bs=15 Bs=052,
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Rechenregeln

Sei A mit der Ordnung C ein Verband.

Wir schreiben a LI b fiir das Supremum und a M b fiir das Infimum von a und b.
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> Assoziativitat
al(bUc)=(aub)Uc und an(bnc)=(amnb)nc

» Kommutativitat
allb=blUa und alMb=>bMNa

> aC b gdw. alb=a gdw. aulb=>b

» Absorption
al(amb)=a und amn(alb)=a
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Distributive Verbande

Ein Verband ist distributiv, wenn die Distributivgesetze gelten:

an(buc)=(anb)Ud(anc) und
al(bnc)=(aub)n(alc)
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Ein Verband ist distributiv, wenn die Distributivgesetze gelten:
an(buc)=(anb)Ud(anc) und

al(bnc)=(aub)n(alc)

Eigenschaft

Potenzmengenverband und Teilerverband sind distributiv.

Theorem
Es gibt Verbande, die nicht distributiv sind.

Z.B. ist Part([3]) nicht distributiv.
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