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Mengen

“Definition” (Georg Cantor)
Unter einer Menge verstehen wir jede Zusammenfassung M von bestimmten wohl-
unterschiedenen Objekten (m) unserer Anschauung oder unseres Denkens (welche die
Elemente von M genannt werden) zu einem Ganzen.

Notation fiir Mengen:

» Aufzihlung: {2,3,5,8}
auch unvollstandig:  {0,1,2,..., 99}
oder unendlich: {1,3,5,7,...}

» Komprehension: {x | ¢(x)} fiir Eigenschaft ¢(x)
» Aussonderung: {x € M| @(x)}
» Bekannte Mengen: N=1{0,1,...},Z, Q, R, C
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Elemente und Teillmengen

Notation:
ac€ M aist Element von M
a¢ M aist nicht Element von M

AC B Aist Teilmenge von B

d.h.: fiir alle x gilt: aus x € A folgt x € B.

Extensionalitat

Mengen sind durch ihre Elemente bestimmt:

A= B gdw. fiir alle x gilt: x € Agdw. x € B
gdw. ACBund BC A

Die leere Menge {}, auch als §) notiert, enthélt keine Elemente.
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Operationen auf Mengen

Vereinigung
AUB = {x|x € Aoder x € B}

Schnitt
ANB = {x|x€Aund x € B}

Differenz
A\ B = {x|x€ Aund x ¢ B}

Symmetrische Differenz
AAB = (A\B)U(B\A)
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Eigenschaften

Assoziativitat
(AUB)UC=AU(BUC) und (ANB)NC=AN(BNC)

Kommutativitat
AUB=BUA und ANnB=BnNA

|dempotenz
AUA=A und ANA=A

Distributivitst
AN(BUC)=(ANB)U(ANC) und
AU(BNC)=(AUB)N (AU C)

Eigenschaften der leeren Menge
AUD = A (neutral)
ANB =0 (absorbierend)
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Verallgemeinerte Operationen

Sind Ag, ..., A, Mengen, so schreibt man

fiir die Vereinigung A U A, U ---UA,.

Allgemeiner: fiir eine (Index-)Menge | und Mengen A; fiir i € /:

U

iel

Analog fiir N und andere (assoziative und kommutative) Operationen.
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Kardinalitat

Kardinalitat (oder Machtigkeit) von A:
Anzahl der Elemente von A, notiert |A|

Es ist [0] = 0.
A ist endlich gdw. |A| € N.
Unendliche Mengen sind beispielsweise N, Q, R.

Theorem (Cantor)
Es ist |Q| = |N|, aber |R| > |N].
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Disjunktheit

Kardinalitat der Vereinigung:
|AUB| = |Al+|B| - |AN B|
Insbesondere |AU B| < |A| + | B]

Mengen A, B heiBen disjunkt, wenn AN B = () ist.

Sind A, B disjunkt, dann schreibe AW B fir AUB.

Dann gilt: |AW B| = |A| + |B].
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Potenzmenge

Die Potenzmenge P(M) einer Menge M ist
{AlAC M}

b, c}

Beispiel: {a
{0,{a}, {b},{c} {a, b}, {a c}.{b c}.{a b c}}

M
P(M)
Es gibt auch die Notation 2M = P(M).
Esist P(0) = {0} und P({0}) = {0, {0}}.

Ist M endlich, so ist | P(M)| = 2IM!.
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Kartesisches Produkt

Geordnetes Paar: (a, b)
Eigenschaft: (a,b) =(c,d) gdw. a=cund b=d

Kartesisches Produkt
AxB :={(x,y)|x€Aund y € B}

Es gilt: |AXx Bl =|A]-|B].
Definiere induktiv:

Al =A

A2 = A x A1

Notation: (ag, ..., ax) € A*
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Ende der 1. Vorlesung
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Relationen

Relation R zwischen zwei Mengen A und B
RCAxB

st A=B, also RC A X A,
spricht man von einer Relation auf A

Ist R eine Relation auf Aund a, b € A,
schreibt man auch aR b statt (a b) €R

Allgemeiner: n-stellige Relation R C A”.
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Beispiele von Relationen

A B aRb

N N a<b

N N a teilt b
Menschen Menschen a kennt b
Katzen Menschen a gehort b
M P(M) aeb
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Eigenschaften von Relationen

Eine Relation R auf A heiBt

> reflexiv
flralleae Agilt: aR a

» transitiv
fiir alle a, b,c € A gilt: wenn a R bund bR ¢, dann aR ¢

» symmetrisch
fiir alle a, b € A gilt: wenn a R b, dann auch b R a

» antisymmetrisch
fir alle a, b € A gilt: wenn a R bund bR a, dannist a=»b
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Besondere Relationen

Eine Relation R auf A heiBt

» Quasiordnung
wenn sie reflexiv und transitiv ist

» partielle Ordnung
wenn sie reflexiv, transitiv und antisymmetrisch ist

» totale oder lineare Ordnung
wenn sie partielle Ordnung ist,
und fiir alle a, b€ Agilt aR boder bR a

» Aquivalenzrelation
wenn sie reflexiv, transitiv und symmetrisch ist
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Beispiele Relationen

Beispiele von speziellen Relationen:

» Totale Ordnungen:
das iibliche < auf R

» Partielle Ordnungen:
Teilbarkeit a | b auf N\ {0}
Teilmengen C auf P(A)

» Quasiordnungen:
Al < |B| auf P(N)

» Aquivalenzrelationen:
xmod7 =y mod?7 auf N.
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Aquivalenzklassen

Partition einer Menge A:
Familie von Teilmengen A, ..., Ak mit

> A; £ fir alle i
> A NA =0 fiir i £
> AAU---UA=A

Sei = eine Aquivalenzrelation auf A.
Fir a e Aist
[a] = {x € A| x= a}

die Aquivalenzklasse von a.
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Aquivalenzklassen

Lemma
a= b gdw. [a] = [b].

Beweis.

Wir zeigen nur eine Richtung: wenn a = b, dann [a] = [b].

Um [a] = [b] zu zeigen, reicht es, [a] C [b] und [b] C [a] zu zeigen.

Durch Symmetrie reicht es, [a] C [b] zu beweisen.

Sei ¢ € [a].

Dann ist ¢ = a.

Da a = b, ist auch ¢ = b (durch die Transitivitdt von =).

Also ist ¢ € [b].

Somit [a] C [b]. Ol
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Aquivalenzklassen

Die Aquivalenzklassen [a] fiir a € A bilden eine Partition von A:

Lemma
1. fiira,b € A ist [a] = [b] oder [a] N [b] =
2. A= UaeA[a]

Beweis.

Wir zeigen Punkt 1: Wenn [a] N [b] # 0, dann gilt [a] = [b].

Es gibt ¢ € [a] N [b].

Dacela] ist c = a.

Da c € [b], ist c = b.

Also ist a = b (durch die Transitivitat von =).

Somit [a] = [b] (mit dem vorherigen Lemma). O

20 /50



Quasiordnung

Ist <X eine Quasiordnung auf A, so ist
a~b gdw. aSbund b3 a

eine Aquivalenzrelation.

Induzierte Ordnung auf Aquivalenzklassen von ~:

[a] < [6] gdw. 2 5 b
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Quasiordnung

Lemma

Die Relation < ist wohldefiniert.
Mit anderen Worten, wenn a 3 b, [a] = [2'] und [b] = [b], dann & S b'.

Beweis.

Dala]=[2] ista~a,6 dh . aza und d 3 a.

Da [b] = [V], ist b~ I, d.h. b= b und b = b.

Daher & Sax b3 b.

Daher &’ 3 b’ (durch die Transitivitat von 3). O
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Quasiordnung

Lemma

< ist eine partielle Ordnung auf der Menge der Aquivalenzklassen von ~.

Beweis.
Wir miissen zeigen, dass < reflexiv, transitiv und antisymmetrisch ist.
> Reflexivitat: [a] < [a], da a 3 a.
» Transitivitat: Wir nehmen [a] < [b] und [b] < [¢] an und zeigen [a] < [c].

Aus den Annahmen folgen a = b sowie b 3 c.
Daher a = ¢ (durch die Transitivitat).

» Antisymmetrie: Wir nehmen [a] < [b] und [b] < [a] an und zeigen [a] = [b].
Aus den Annahmen folgen a = b sowie b 3 a.
Daher a ~ b.
Mit anderen Worten: [a] = [b].
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Funktionen

Eine Relation R C A x B heiBt Funktion von A nach B,
wenn fir alle a€ Agilt [{be B|aR b} =1.

Notation:
> f(a) ist das eindeutige b € B mit (a, b) € f.
> f.A—=B
> (b)) ={ac A|f(a)=b} Urbild von b
> f(A)={f(a)|ac A} fir ACA

> F1(B)= ] Fi(b) ={acAl|f(a)e B} firB' CB
beB’
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Eigenschaften von Funktionen

Eine Funktion f : A — B heift

» injektiv, wenn f(a;) = f(az2) nur gilt, wenn a; = ay,
also fiir alle b € B gilt [f~}(b)| <1

» surjektiv, wenn es fiir jedes b € B ein a € A gibt mit f(a) = b,
also fiir alle b € B gilt |[F~(b)| > 1,
also wenn f(A) = B

» bijektiv, wenn f injektiv und surjektiv ist,
also fiir alle b € B gilt |[F~(b)| =1

Sind A, B endlich und f : A — B bijektiv, so ist |A| = |B|.
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Eigenschaften von Funktionen

Theorem
Ist |A| = |B| endlich und f : A— B, so gilt:
f ist injektiv gdw. f ist surjektiv gdw. f ist bijektiv

Beweis.

Wir beweisen: f ist injektiv gdw. f ist surjektiv. Daraus folgt die zweite Biimplikation direkt.
Falls f injektiv ist, dann gilt |f(A)| = |A].

Durch die Annahme gilt |A| = |BJ. Da |A|, |B| endlich sind, muss jedes Element von B von
einem Element von a getroffen sein.

Somit ist f surjektiv.

Falls f surjektiv ist, dann gilt f(A) = B.

Wenn f nicht injektiv ware, hatten wir |f(A)| < |A| (da |A| endlich ist).

Aber dann |f(A)| = |B| = |A|. Widerspruch. ]
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Funktionskomposition
Seien f : B— C und g : A — B Funktionen.

Die Komposition f o g: A — C ist definiert durch
(fog)(x)="f(g(x)) firxeA
Man schreibt auch f o g = x — f(g(x)).

Die Identitatsfunktion id : A — A ist gegeben durch
id(x) =x firallexeA

Esgqilt: idof =foid=f fir jede Funktion f.

Definition: fiir eine Funktion f : A — A
> 0 =d
> fitl =fofl
> ffk — (ffl)k
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Bijektive Funktionen

Lemma
Sind f und g beide injektiv, so ist f o g injektiv.

Beweis (durch Kontraposition).

Nehmen wir an, dass f o g nicht injektiv ist.

Dann gibt es x1, X2 € A, sodass x; # x; und (f o g)(x1) = (f o g)(x1)-
Das heiBt, g(f(x1)) = 9(f(x2)).

Sei y1 = f(x1) und y» = f(x2).

> Fall 1: vy # y».
Da g(y1) = g()2), ist g nicht injektiv.

> Fall 2: Y1 =)o.
Da f(x1) = y1 = y» = f(x2), ist f nicht injektiv.
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Bijektive Funktionen

Lemma
Sind f und g beide surjektiv, so ist f o g surjektiv.

Beweis (durch Kontraposition).

Nehmen wir an, dass f o g nicht surjektiv ist.
Dann gibt es z € C, sodass g(f(x)) # z fir alle x € A.

> Fall 1: Es gibt y € B mit g(y) = z.
Dann gilt f(x) # y fiir alle x € A. (Sonst hatten wir g(f(x)) = z.)
Also ist f nicht surjektiv.

> Fall 2: Es gibt kein y € B mit g(y) = z.
Dann ist g nicht surjektiv. 0
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Bijektive Funktionen

Lemma
Sind f und g beide bijektiv, dann ist f o g bijektiv.

Bewels.

Das Lemma folgt aus den letzten zwei Lemmata. L]
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Bijektive Funktionen

Ist f: A— B bijektiv, dann gilt |[F~}(b)| =1 fiiralle b€ B.
Schreibe f~*(b)=a statt f~*(b)={a} (Umkehrfunktion).
Die Umkehrfunktion ist die bijektive Funktion f~1: B — A.

Eine bijektive Funktion f : A — A heit Permutation.
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Struktur von Permutationen

Sei f : A — A eine Permutation.

Definition: fiira,bc A
a=rb gdw. b=f*(a) firenzeZ
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Struktur von Permutationen

Lemma
= ist eine Aquivalenzrelation auf A.

Beweis.
Wir miissen zeigen, dass = reflexiv, transitiv und symmetrisch ist.

> Reflexivitat: Folgt aus a = £9(a).

> Transitivitit: Aus a =¢ b und b = ¢ folgt a = fZ(b) sowie b = f7(c).
Daher a = fZ+7(c).

» Symmetrie: a = f#(b) gdw. b = f~?(a). 0
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Struktur von Permutationen

Fiir die Aquivalenzklassen gilt:

» Ist |[a]| = k endlich, dann ist

[a] = {a f(a),..., fk=l1(a)} und fka)=a
» [st [a] unendlich, dann ist

[a] ={...,f2(a), F(a),a f(a), f?(a),...}

Die Aquivalenzklassen heiBen Zyklen von f.
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Exkurs: Kardinalitat formal

Definiere A ~ B gdw. es eine bijektive Funktion f : A — B gibt.

Lemma

~ st eine Aquivalenzrelation.

Beweis.

Wir miissen zeigen, dass ~ reflexiv, transitiv und symmetrisch ist.
» Reflexivitat: Die ldentitatsfunktion A — A ist bijektiv.
» Transitivitat: Wenn f : A— B und g : B — C bijektiv sind, dann ist f o g bijektiv.
» Symmetrie: Wenn f : A — B bijektiv ist, dann ist f~! : B — A bijektiv.
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Exkurs: Kardinalitat formal

Die Aquivalenzklassen von =~ sind Kardinalzahlen.

Fiir endliche Mengen A definiere
[Al=n gdw. Ax~|[n]

Theorem (Cantor)
Esist Q ~ N, aber R 2 N.
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Ende der 2. Vorlesung
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Mathematische Aussagen

Mathematische Aussagen sind zusammengesetzt aus einfacheren Aussagen
mit den folgenden Operationen:

Bezeichnung Notation Bedeutung

Konjunktion ArB Aund B

Disjunktion AvB A oder B

Implikation A—B wenn A gilt, dann auch B
Biimplikation A< B A gilt gdw. B gilt
Negation -A A gilt nicht
Allquantifikation Vxe MA Aqilt firallexe M

Existenzquantifikation dIxe M A A qilt firein x e M

Viele mathematische Satze sind von der Form

Val651...V3n65n(A1/\-~-/\Am—>B)

38/50



Beweise mit Konjunktion und Disjunktion

Um zu zeigen, dass A A B dilt,

beweise A und beweise B

Um die Annahme A A B zu verwenden,

verwende Annahme A und verwende Annahme B

Um zu zeigen, dass Av B gilt,

beweise A oder beweise B

Um die Annahme A v B zu verwenden,

beweise C unter der Annahme A
beweise C unter der Annahme B (Fallunterscheidung)
verwende Annahme C
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Beweise mit Implikation

Um zu zeigen, dass A — B gilt,

beweise B unter der Annahme A

Um die Annahme A — B zu verwenden,
beweise A
verwende Annahme B

Um zu zeigen, dass A < B gilt,
beweise B unter der Annahme A und
beweise A unter der Annahme B

Um die Annahme A <+ B zu verwenden,

verwende Annahme A — B und
verwende Annahme B — A
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Beweise mit Quantoren

Um zu zeigen, dass ¥x € M A(x) qilt,

beweise A(m) fiir ein festes, aber beliebiges m € M

Um die Annahme Vx € M A(x) zu verwenden,

wiahle ein my € M und verwende die Annahme A(my)

Um zu zeigen, dass Ix € M A(x) qilt,

wahle ein mg € M und beweise A(mo)

Um die Annahme 3x € M A(x) zu verwenden,

verwende die Annahme A(m) fiir ein festes, aber beliebiges m € M
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Beweise mit Quantoren

Beispiel

Fiir alle n € N gilt: ist n ungerade, dann ist auch n® ungerade.

Beweis.

Vn € N, n ungerade — n® ungerade.

Das heiBt, Vn € N, (3k € N, n =2k +1) = (3K’ €N, n®> = 2k' + 1).

Anmerkung: n? = (2k + 1)? = 4k? + 4k + 1 = 2(2k? + 2k) + L.

Wir wahlen 2k? + 2k fiir k’, woraus sich n®> = 2k’ + 1 ergibt. O
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Beweise mit Negation

Indirekter Beweis. Um zu zeigen, aus A folgt B,

beweise —A unter der Annahme —B

Beispiel

Fiir alle n € N gilt: ist n® gerade, dann ist auch n gerade.

Beweis.

Wir zeigen: ist n nicht gerade, dann ist auch n? nicht gerade.
Siehe letztes Beispiel. ]
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Beweise mit Negation

Um zu zeigen, dass A nicht gilt,

zeige unter der Annahme A einen Widerspruch

Um zu zeigen, dass A gilt,

zeige unter der Annahme —A einen Widerspruch
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Beweise mit Negation

Beispiel
V2 ist irrational, d.h. V2 ¢ Q.

Beweis.

Wir nehmen an, dass v/2 € Q.

Das heiBt, es gibt p, g € N, sodass /2 = 2und ggT(p.q) = 1.

Das heiBt, (5)2 =2, also Z—z =2, also p? = 2¢2.

Insbesondere ist p? gerade, und daher ist p gerade (d.h. 3p’ € N, p = 2p').

Es gibt also p’, sodass (2p')? = 2¢°. Das heiBt, 4p"> = 2¢?, also 2p? = g°.

Insbesondere ist g2 gerade, und daher ist g gerade.

Das heiBt, 2 ist ein Teiler von p und von q.

Das ist aber unméglich, da ggT (p, g) = 1. Widerspruch. ]
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Vollstandige Induktion

Um zu zeigen, dass A(n) fir alle n € N gilt, zeige
Induktionsanfang:  A(0) gilt

Induktionsschritt:  fiir alle n € N gilt:
wenn A(n) gilt, dann auch A(n+ 1)

D.h. zeige: fiir beliebiges n € N gilt A(n+ 1)
unter Verwendung der Induktionshypothese A(n).
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Vollstandige Induktion

Beispiel (GauB)
Fir alle n € N gilt: Y7 i = 2n(n+1).

Beweis (durch vollstandige Induktion tiber n).

> Induktionsanfang: S0 i =0= 20(0 + 1).

» Induktionsschritt: Wir miissen zeigen, dass ZfJ“Ol I =

1
2
unter Verwendung der Induktionshypothese Y i = %n(n +1).
27+01’_27 ol +(n+1)

= 2 n(n+1)+ (n+1) (durch die Induktionshypothese)
= (3n+1)(n+1)
%(n+2)(n+ 1)
=2(n+1)(n+2). O
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Starke Induktion

Um zu zeigen, dass A(n) fiir alle n € N gilt, zeige

Induktionsschritt:  fiir alle n € N gilt:
wenn A(k) fiir alle k < n gilt, dann auch A(n)

D.h. zeige: fiir beliebiges n € N gilt A(n)
unter Verwendung der Induktionshypothese A(k) fiir alle k < n.
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Starke Induktion

Beispiel
Fir alle n € N\ {0} gilt: n ist Produkt von Primzahlen.

Beweis (durch starke Induktion iiber n).

» Induktionsschritt:

» Fall 1: n=0.
Trivial.

> Fall 2: n=1.
Das leere Produkt ergibt 1.

» Fall 3: n>2.
Falls n eine Primzahl ist, ist n ein Produkt von Primzahlen.
Sonst gibt es k, me N mit 2 < k, m < n mit n = km.

Durch die Induktionshypothese sind k =py---p-und m=¢q - - -
Damit ist n=p1---pr- q1---gs ein Produkt von Primzahlen.

gs-
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Starke Induktion
Beispiel
Seien n Mannschaften My, ..., M,.
Nehmen wir an, dass jede Mannschaft einmal gegen jede andere Mannschaft gespielt hat.
Es gibt eine Anordnung Mj,, ..., M
je{l,....n—1}.

sodass: M; hat gegen M, verloren fiir alle

figo

Beweis (durch starke Induktion tber n).

» [nduktionsschritt:
» Fall 1: n= 0. Trivial.

> Fall 2: n>1.
Seien V = {M; | M; hat gegen M, verloren} und S = {M; | M; hat gegen M, gewonnen}.

Da |V| < nund |S| < n, kénnen wir sie rekursiv sortieren: Mj, ..., Mi,, bzw.
ijlﬂ"v/vlj\s\'
Die Anordnung M, ..., My, Ma, My, ... Mj, hat die gewtinschte Eigenschaft.
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