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2. Kellerautomaten (PDAs)
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Definition eines Kellerautomaten

Definition

Ein (nichtdeterministischer) Kellerautomat (pushdown automaton, PDA) ist ein

6-Tupel M = (Z,Σ,Γ, δ, z0,#), wobei:

▶ Z ist eine endliche Menge von Zuständen

▶ Σ ist das (endliche) Eingabealphabet

▶ Γ ist das (endliche) Kelleralphabet

▶ δ : Z × (Σ ∪ {ε})× Γ→ Pe(Z × Γ∗) ist die Überführungsfunktion
▶ z0 ∈ Z ist der Startzustand
▶ # ∈ Γ ist das Startsymbol im Keller.
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1. Quiz

Eine Konfiguration eines Kellerautomaten ist ein Tupel (z, w,W ).

Was sind z , w und W?

Antwort:

▶ z ist der aktuelle Zustand

▶ w ist die Resteingabe

▶ W ist der aktuelle Kellerinhalt.
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2. Quiz

Sei (z ′, B1 · · ·Bk) ∈ δ(z, a, A). Dann gilt (z, aw, AW ) ⊢ ???.
Was ist für ??? einzusetzen?

Antwort: (z ′, w,B1 · · ·BkW ).
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3. Quiz

Sei (z ′, B1 · · ·Bk) ∈ δ(z, ε, A). Dann gilt ???1 ⊢ ???2.
Was ist für ???1 und ???2 einzusetzen?

Antwort: (z, w, AW ) und (z ′, w,B1 · · ·BkW ).
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4. Quiz

Vervollständige: w ∈ L(M) g.d.w. es existiert z , sodass (z0, w,#) ⊢∗M ??? für
Kellerautomaten (die mit leerem Keller akzeptieren).

Antwort: (z, ε, ε).
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5. Quiz

Vervollständige: w ∈ L(M) g.d.w. es existieren z und W , sodass (z0, w,#) ⊢∗M ???
für Kellerautomaten mit Endzuständen E.

Antwort: (z, ε,W ), wo z ∈ E.
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Aufgabe: PDA angeben

Geben Sie einen PDA an, der die Sprache L = {a2nbn | n ∈ N>0} akzeptiert.

Antwort:

▶ B · · ·B︸ ︷︷ ︸
i-mal

# auf dem Keller heißt, noch i-mal b lesen.

z0 z1

(B, a) :B

(#, a) :#

(#, a) :B#

(B, a) :BB

z2

(B, b) : ε

(B, b) : ε

(#, ε) : ε
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3. Turingmaschinen
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Definition einer Turingmaschine

Definition

Eine Turingmaschine (TM) ist ein 7-Tupel M = (Z,Σ,Γ, δ, z0,2, E), wobei:

▶ Z ist eine endliche Menge von Zuständen

▶ Σ ist das (endliche) Eingabealphabet

▶ Γ ⊃ Σ ist das (endliche) Bandalphabet
▶ δ ist die Überführungsfunktion

▶ für deterministische TM (DTM): δ : (Z \ E)× Γ→ Z × Γ× {L,R,N}
▶ für nichtdeterministische TM (NTM): δ : (Z \ E)× Γ→ P(Z × Γ× {L,R,N})

▶ z0 ∈ Z ist der Startzustand
▶ 2 ∈ Γ \Σ ist das Blank-Symbol
▶ E ⊆ Z ist die Menge der Endzustände.
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Konfigurationen

Definition

Sei M = (Z,Σ,Γ, δ, z0,2, E) eine Turingmaschine.

Eine Konfiguration von M ist ein Wort wzw ′ ∈ Γ∗ZΓ∗, wobei:
▶ z ist der aktuelle Zustand von M

▶ · · ·22ww ′22 · · · steht auf dem Band
▶ der Schreib-Lesekopf steht auf dem ersten Symbol von w ′.

Definition

Sei M = (Z,Σ,Γ, δ, z0,2, E) eine Turingmaschine.

Für ein Eingabewort w ist die Startkonfiguration StartM(w) von M das Wort z0w .

Im Spezialfall w = ε ist die Startkonfiguration z02.
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1. Quiz

Sei δ(z0, a) = (z1, A,R), δ(z0, b) = (z1, B, L) und δ(z0, c) = (z1, C, N).

Was ist die Nachfolgekonfiguration von abz0cabc?

a) abCz0abcC

b) abz1Cabc

c) az1Bcabc

d) z1AbcAbc

Antwort: b).
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2. Quiz

Sei δ(z0, a) = (z1, A,R), δ(z0, b) = (z1, B, L) und δ(z0, c) = (z1, C, N).

Was ist die Nachfolgekonfiguration von z0bcbca?

a) Bz1cbca

b) z1Bcbca

c) Bcbcaz1

d) z12Bcbca

Antwort: d).
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Akzeptierte Sprache einer Turingmaschine

Definition

Sei M = (Z,Σ,Γ, δ, z0,2, E) eine Turingmaschine.

Die von M akzeptierte Sprache L(M) ist definiert als

L(M) := {w ∈ Σ∗ | StartM(w) ⊢∗M uzv für u, v ∈ Γ∗, z ∈ E}

Weitere Begriffe:

▶ Die TM akzeptiert heißt, die TM erreicht einen Endzustand.

▶ Die TM verwirft heißt, die TM erreicht keinen Endzustand.
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Vorgehen um eine Turingmaschine anzugeben

Schritte:

1. Überlege Grundgedanke zum Erkennen von der gegebenen Sprache.

2.
”
Programmiere“ dies erstmal grob, phasenweise.

3. Modelliere es genauer mit Zuständen und Übergängen.
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Aufgabe: Turingmaschine angeben

Geben Sie eine Turingmaschine an, die genau bei Eingabe a2
n
mit n ∈ IN akzeptiert.

Antwort:

1. Überlege Grundgedanke:
▶ Auf dem Band steht zu Beginn · · ·2a · · · a2 · · · .
▶ Erkenne, ob Anzahl an a’s eine Zahl der Form 2n ist.
▶ Es gilt 2n = 2 · 2n−1. Streicht man die Hälfte aller a’s, so muss der Rest immer
noch von der Form a2

m

sein.
▶ a2

n

; a2
n−1

; a2
n−2

; · · ·
▶ Wenn man keine gleichen Hälften hat, dann stand dort an mit n ungerade. Verwirf.
▶ Ausnahmefall: n = 0: Auf den Band steht ein a.
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Aufgabe: Turingmaschine angeben

2.
”
Programmiere“:
▶ Wenn nur ein a, dann akzeptiere.
▶ Hälfte streichen: Ersetze jedes zweite a durch x .
▶ Wenn ungerade viele a’s und mindestens ein a gestrichen wurden, dann verwirf.
▶ Starte von Neuem mit nächster Phase.
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Aufgabe: Turingmaschine angeben

3. Modelliere:

start oneA

accept

a : a,R

2 : 2, N

evenAs
a : x,R

oddAs

a : a,R

a : x, R

x : x,R x : x,R x : x, R

rewindrestart

2 : 2, L

a : a, L, x : x, L

2 : 2, R

x : x,R

a : a,R

Für DTM bräuchten wir auch einen Müllzustand und dazugehörige Übergänge.

http://turingmachinesimulator.com/shared/fsxyubfqam
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Aufgabe: Turingmaschine angeben

start oneA evenAs oddAs

rewindrestartaccept

a : a,R a : x, R

x : x, R

2 : 2, N
a : a,R

x : x, R

a : x, R

x : x,R

2 : 2, L

a : a, L, x : x, L

2 : 2, R

x : x, R

a : a,R

Lauf der Turingmaschine auf aaaa:

start aaaa ⊢ a oneA aaa ⊢ ax evenAs aa ⊢ axa oddAs a
⊢ axax evenAs2 ⊢ axa rewind x2 ⊢ ax rewind ax2 ⊢ a rewind xax2
⊢ rewind axax2 ⊢ rewind2axax2 ⊢ 2 restart axax2 ⊢ 2a oneA xax2

⊢ 2ax oneA ax2 ⊢ 2axx evenAs x2 ⊢ 2axxx evenAs2 ⊢ 2axx rewind x2

⊢ 2ax rewind xx2 ⊢ 2a rewind xxx2 ⊢ 2 rewind axxx2 ⊢ rewind2axxx2
⊢ 2restart axxx2 ⊢ 2a oneA xxx2 ⊢ 2ax oneA xx2 ⊢ 2axx oneA x2

⊢ 2axxx oneA2 ⊢ 2axxx accept2
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1. Turingberechenbarkeit
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Turingberechenbarkeit

Definition

Eine Funktion f : Σ∗ → Σ∗ heißt turingberechenbar, falls es eine deterministische
Turingmaschine M = (Z,Σ,Γ, δ, z0,2, E) gibt, sodass für alle u, v ∈ Σ∗ gilt:

f (u) = v

g.d.w.

es gibt z ∈ E, sodass StartM(u) ⊢∗ 2 · · ·2zv2 · · ·2

Wenn f (u) undefiniert ist (f ist also eine partielle Funktion),

dann kann die Maschine ewig laufen.
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Turingberechenbarkeit

Definition

Eine Funktion f : Nk → N heißt turingberechenbar, falls es eine deterministische
Turingmaschine M = (Z,Σ,Γ, δ, z0,2, E) gibt, sodass für alle n1, . . . , nk , m ∈ N gilt:

f (n1, . . . , nk) = m

g.d.w.

es gibt z ∈ E, sodass z0bin(n1)# · · ·#bin(nk) ⊢∗ 2 · · ·2zbin(m)2 · · ·2

wobei bin(n) die Binärzahldarstellung von n ∈ N ist.
Wenn f (n1, . . . , nk) undefiniert ist (f ist also eine partielle Funktion),

dann kann die Maschine ewig laufen.
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1. Quiz

Welche der folgenden Aussagen gelten für die von Turingmaschinen akzeptierten

Sprachen L?

a) L ist eine Typ i-Sprache (mit i ∈ {0, 1, 2, 3}).
b) Das Wortproblem für L ist entscheidbar.

c) Es gibt eine Grammatik G, die L erzeugt.

Antwort: a) und c).
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2. Quiz

Welche der folgenden Funktionen f : IN→ IN sind berechenbar?
a) f (x) = 3x .

b) f (0) = 0 und f (x) ist undefiniert für x > 0.

c) f (x) = 1, wenn es unendlich viele Primpaarzwillinge gibt, und f (x) = 0 sonst.

Primzahlzwillinge sind Paare (p, p + 2), sodass p und p + 2 prim sind, z.B. (3, 5)

und (11, 13). Es ist unbekannt, ob es unendlich viele Primzahlzwillinge gibt.

d) Alle Funktionen f : IN→ IN sind berechenbar.

Antwort: a), b) und c).
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Nicht berechenbare Funktionen

Sei B := {f : IN→ IN | f ist berechenbar} und F := {f : IN→ IN}.
Dann gilt

▶ B ist abzählbar: Da alle Mengen im 7-Tupel endliche Mengen sind, ist klar, dass
man alle Turingmaschinen nacheinander aufzählen kann (mithilfe der

Gödelisierung)

▶ F ist überabzählbar (beweisbar durch Diagonalargument).

▶ Also muss es f ∈ F geben, mit f ̸∈ B. Diese Funktion f ist nicht berechenbar.
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