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2. Kellerautomaten (PDAs)
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Definition eines Kellerautomaten

Definition
Ein (nichtdeterministischer) Kellerautomat (pushdown automaton, PDA) ist ein
6-Tupel M = (Z,%, 1,0, zo, #), wobei:

> / ist eine endliche Menge von Zustanden

» > ist das (endliche) Eingabealphabet

» [ ist das (endliche) Kelleralphabet

> §:Z x (ZU{e}) x T — Pe(Z x T*) ist die Uberfiihrungsfunktion

» 7, € Z ist der Startzustand

> + c [ ist das Startsymbol im Keller.



1. Quiz

Eine Konfiguration eines Kellerautomaten ist ein Tupel (z, w, W).
Was sind z, w und W7

Antwort:
P Zz ist der aktuelle Zustand
» w ist die Resteingabe
> WV ist der aktuelle Kellerinhalt.



2. Quiz

Sei (z/, By -+ Bg) € 6(z,a, A). Dann gilt (z, aw, AW) | 777,
Was ist fiir 777 einzusetzen?

Antwort: (Z/, w, By -+ BW).



3. Quiz

Sei (Z/,By---Byk) € 6(z,&,A). Dann gilt 777, = 7775,
Was ist fiir 7771 und 777, einzusetzen?

Antwort: (z, w, AW) und (Z/, w, By --- BxW).



4. Quiz

Vervollstandige: w € L(M) g.d.w. es existiert z, sodass (zg, w, #) 3, 777 fiir
Kellerautomaten (die mit leerem Keller akzeptieren).

Antwort: (z,€,¢€).



5. Quiz

Vervollstandige: w € L(M) g.d.w. es existieren z und W, sodass (zo, w, #) b3, 777
fiir Kellerautomaten mit Endzustanden E.

Antwort: (z,e,W), wo z € E.



Aufgabe: PDA angeben

Geben Sie einen PDA an, der die Sprache L = {a"b" | n € Nso} akzeptiert.

Antwort:
» B-.-B# auf dem Keller heiBt, noch /i-mal b lesen.
——

j-mal

(B,b): €
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3. Turingmaschinen



Definition einer Turingmaschine

Definition
Eine Turingmaschine (TM) ist ein 7-Tupel M = (Z,%,T,0, 29, O, E), wobei:
> / ist eine endliche Menge von Zustdanden
» > ist das (endliche) Eingabealphabet
» [ D % ist das (endliche) Bandalphabet
» ¢ ist die Uberfiihrungsfunktion

> fiir deterministische TM (DTM): 0:(ZNE) xT = ZxT x{L R, N}
> fiir nichtdeterministische TM (NTM): ¢ : (Z\ E) x ' = P(Z x T x {L, R, N})

Zo € Z ist der Startzustand
O eI\ Z ist das Blank-Symbol
> £ C Z ist die Menge der Endzustande.

vy



Konfigurationen

Definition

Sei M = (Z,%X,T,0, 29,0, E) eine Turingmaschine.

Eine Konfiguration von M ist ein Wort wzw’ € T ZI*, wobei:
» z ist der aktuelle Zustand von M
> ...00ww'0O0--- steht auf dem Band
» der Schreib-Lesekopf steht auf dem ersten Symbol von w’.

Definition

Sei M = (Z,%X,T,8, 29,0, E) eine Turingmaschine.

Fiir ein Eingabewort w ist die Startkonfiguration Start,,(w) von M das Wort zw.
Im Spezialfall w = ¢ ist die Startkonfiguration zO.
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1. Quiz

Sei §(z9,a) = (21, A R), 6(20,b) = (21, B, L) und 6(z0, ¢) = (1, C, N).
Was ist die Nachfolgekonfiguration von abzycabc?

a) abCzpabcC
b) abzyCabc
c) aznBcabc
d) zzAbcAbc

Antwort: b).



2. Quiz

Sei §(z9,a) = (21, A R), 6(20,b) = (21, B, L) und 6(z0, ¢) = (1, C, N).
Was ist die Nachfolgekonfiguration von zgbcbca?

a) Bzicbca
b) zzBcbca
c) Bcbcaz
d) z0Bcbca

Antwort: d).



Akzeptierte Sprache einer Turingmaschine

Definition
Sei M =(Z,%,T,6, 29,0, E) eine Turingmaschine.
Die von M akzeptierte Sprache L(M) ist definiert als

L(M) :={w e X*| Startp(w) by, uzv fir u,ver*, ze E}
Weitere Begriffe:

» Die TM akzeptiert heiit, die TM erreicht einen Endzustand.
» Die TM verwirft heiBt, die TM erreicht keinen Endzustand.



Vorgehen um eine Turingmaschine anzugeben

Schritte:
1. Uberlege Grundgedanke zum Erkennen von der gegebenen Sprache.
2. ,,Programmiere” dies erstmal grob, phasenweise.

3. Modelliere es genauer mit Zustinden und Ubergingen.



Aufgabe: Turingmaschine angeben

Geben Sie eine Turingmaschine an, die genau bei Eingabe a®" mit n € N akzeptiert.

Antwort:
1. Uberlege Grundgedanke:

» Auf dem Band steht zu Beginn ---0Oa---a0 - - - .

» Erkenne, ob Anzahl an a’s eine Zahl der Form 2" ist.

» Es gilt 27 = 2271, Streicht man die Halfte aller a's, so muss der Rest immer
noch von der Form a2” sein.

> 2" 32%1 ~> 32”72 ~>

Wenn man keine gleichen Halften hat, dann stand dort a” mit n ungerade. Verwirf.

» Ausnahmefall: n = 0: Auf den Band steht ein a.

v



Aufgabe: Turingmaschine angeben

2., Programmiere”:
» Wenn nur ein a, dann akzeptiere.
> Hailfte streichen: Ersetze jedes zweite a durch x.
» \Wenn ungerade viele a's und mindestens ein a gestrichen wurden, dann verwirf.
» Starte von Neuem mit nachster Phase.



Aufgabe: Turingmaschine angeben

3. Modelliere:

a:a L, x:x L

rewind

XX, R XX, R XX, R

Fiir DTM brauchten wir auch einen Miillzustand und dazugehérige Uberginge.

http://turingmachinesimulator.com/shared/fsxyubfqgam
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http://turingmachinesimulator.com/shared/fsxyubfqam

Aufgabe: Turingmaschine angeben

Lauf der Turingmaschine auf aaaa:

start aaaa F aoneA aaa F axevenAs aa F axaoddAs a
F axaxevenAsO F axarewindxO F axrewindaxO F arewind xaxO
F rewind axaxO F rewind OaxaxO + Orestart axaxO + OaoneA xaxO
F OaxoneA axO F OaxxevenAs xO F Oaxxx evenAs O + Daxx rewind xO
F Oax rewind xxO F Oarewind xxxO F Orewind axxxO F rewind DaxxxO
F Orestart axxxO F OaoneA xxxO F OaxoneAxxO F OaxxoneA xO
F OaxxxoneAO F OaxxxacceptO



1. Turingberechenbarkeit
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Turingberechenbarkeit

Definition
Eine Funktion 7 : > — > heit turingberechenbar, falls es eine deterministische
Turingmaschine M = (Z,%X,T,0, z9, 0, E) gibt, sodass fiir alle u, v € ¥* gilt:

fluy=v
g.d.w.
es gibt z € E, sodass Starty(u) F* O---0OzvO---O

Wenn f(u) undefiniert ist (f ist also eine partielle Funktion),
dann kann die Maschine ewig laufen.
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Turingberechenbarkeit

Definition
Eine Funktion 7 : N — N heiBt turingberechenbar, falls es eine deterministische
Turingmaschine M = (Z,%,T,6, zp, 0, E) gibt, sodass fiir alle ny, ..., ng, m € N gilt:

f(nm,..., ng) =m
g.d.w.
es gibt z € E, sodass zpbin(ny)# - - - #bin(ng) =* O---0Ozbin(m)Od---0

wobei bin(n) die Binarzahldarstellung von n € N ist.
Wenn f(nq, ..., nk) undefiniert ist (f ist also eine partielle Funktion),
dann kann die Maschine ewig laufen.
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1. Quiz

Welche der folgenden Aussagen gelten fiir die von Turingmaschinen akzeptierten
Sprachen L7

a) L ist eine Typ i-Sprache (mit i € {0, 1,2, 3}).
b) Das Wortproblem fiir L ist entscheidbar.
c) Es gibt eine Grammatik G, die L erzeugt.

Antwort: a) und c).
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2. Quiz

Welche der folgenden Funktionen f : N — N sind berechenbar?
a) f(x) =3x.
b) £(0) =0 und f(x) ist undefiniert fiir x > 0.

c) f(x) =1, wenn es unendlich viele Primpaarzwillinge gibt, und f(x) = 0 sonst.
Primzahlzwillinge sind Paare (p, p+ 2), sodass p und p + 2 prim sind, z.B. (3,5)
und (11, 13). Es ist unbekannt, ob es unendlich viele Primzahlzwillinge gibt.

d) Alle Funktionen f : N — N sind berechenbar.

Antwort: a), b) und c).
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Nicht berechenbare Funktionen

Sei B:={f :IN — N | f ist berechenbar} und F := {f : N — N}.
Dann gilt

> B ist abzdhlbar: Da alle Mengen im 7-Tupel endliche Mengen sind, ist klar, dass
man alle Turingmaschinen nacheinander aufzahlen kann (mithilfe der
Godelisierung)

> F ist liberabzdhlbar (beweisbar durch Diagonalargument).
> Also muss es f € F geben, mit f ¢ B. Diese Funktion f ist nicht berechenbar.
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