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Das GRAPH-COLORING-Problem

Definition
Das GRAPH-COLORING-Problem lasst sich wie folgt formulieren.

gegeben: ein ungerichteter Graph G = (V, E) und eine Zahl k € N

gefragt: Gibt es eine Farbung der Knoten in V' mit hochstens k Farben (eine so-
genannte k-Farbung), sodass keine zwei benachbarten Knoten in G die
gleiche Farbe erhalten?
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Beispiele fiir Farbungen

Wie viele Farben sind jeweils minimal notwendig?
3 4 2 3
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Weiteres Beispiel fiir eine Farbung

Adanak
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NP-Vollstandigkeit von GRAPH-COLORING

Satz
GRAPH-COLORING ist NP-vollstandig.

Beweis
1. GRAPH-COLORING € NP:

Ein Zeuge gibt die Farbe aus {1, ..., k} fir jeden Knoten v € V an.

Die Priifrelation testet, dass die Farben von u und v stets verschieden sind, fiir
alle {u,v} € E.

Dies kann deterministisch in polynomieller Zeit getestet werden.
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NP-Vollstandigkeit von GRAPH-COLORING

Beweis (Fortsetzung)

2. GRAPH-COLORING ist NP-schwer:
Wir zeigen 3-CNF-SAT <, GRAPH-COLORING.

Sei H= Ky A--- A K, eine 3-CNF, sodass jede Klausel K; genau drei
Literale enthalt.

Seien xq, ..., Xp die in H vorkommenden aussagenlogischen Variablen.
Wir erzeugen ein GRAPH-COLORING-Problem f(H) = (G, k) mit k = 3.
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Konstruktion der GRAPH-COLORING-Instanz

Konstruiere zunachst den folgenden Teilgraphen (die ,, Palette™):

Wenn der Graph 3-farbbar ist, dann miissen T, N, F verschiedene Farben haben.
O.B.d.A. seien dies genau die Farben Orange, Rot und Blau.

Fir 3-Farbung muss (x;, =x;) mit (7,F) oder (F,T) gefarbt werden.

Die Palette gibt eine Belegung an: Die 3-Farbung erzeugt /(x;) = 1, wenn x; mit T
gefarbt ist, und /(x;) = 0, wenn x; mit F gefarbt ist.
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Konstruktion der GRAPH-COLORING-Instanz

Erzeuge fiir jede Klausel K; = L1V L> V L3 den folgenden Teilgraphen O;
(ein ,,Oder-Gatter"):

Grundgedanke: O; soll das logische Oder der drei Literale in K; , berechnen™.

Verbinde die Eingange mit L1, L> und L3 aus der Palette.
Die Farben der L, sind daher F oder 7.

C; kann mit | gefarbt werden g.d.w. ein L; mit / gefarbt ist.
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Konstruktion der GRAPH-COLORING-Instanz

Erzeuge die Oder-Gatter Oq, .. ., O, fir jeweils Ky, ..., Km.

Fiir jedes j € {1, ..., m}, sei Kj=L1V LV L.
Verbinde jedes /; j von O; mit L; aus der , Palette”.

Verbinde jeweils C; mit N und C; mit /.
Eine zulassige Farbung muss daher C; auf | setzen.

Damit haben wir den Graphen G konstruiert.
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Konstruktion der GRAPH-COLORING-Instanz

Beispiel: Sei H = K1, wobei K1 = x1 V =x3 V —x».
H ist erfillbar g.d.w. folgender Graph G 3-farbbar ist.
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NP-Vollstandigkeit von GRAPH-COLORING

Die Funktion f ist total und kann in Polynomialzeit berechnet werden.
Wir zeigen: H ist erfiillbar g.d.w. der Graph G 3-farbbar ist.
<= Sei G 3-farbbar.
Dann sind alle C; mit | gefarbt.
X; und —x; sind mit 7 und F oder umgekehrt gefarbt.
Wir definieren die Belegung / mit /(x;) = 1 wenn x; mit 7 und /(x;) = 0 sonst.

Die Belegung I macht die Formel H wahr, da in jeder Klausel ein Literal durch /
wahr gemacht wird.

—> Analog kann aus einer erfiillenden Belegung / eine 3-Farbung erzeugt
werden. ]
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Gerichtete Hamilton-Kreise

Definition
In einem gerichteten Graphen ist ein Hamilton-Kreis ein Kreis, der genau alle Knoten
einmal besucht.

Formal: Fiir G = (V, E) mit V ={v1, ..., vy} ist ein Hamilton-Kreis eine Permutation
m:{L,...,n} = {1,...,n}, sodass (Vr(j), Va(i+1)) € E und (Va(ny, Vr(1)) € E.
Beispiel:

RING HAMILTON-CYCLE TRAVELING-SALESPERSON
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Das DIRECTED-HAMILTON-CYCLE-Problem

Das DIRECTED-HAMILTON-CYCLE-Problem lasst sich wie folgt formulieren.

gegeben: ein gerichteter Graph G = (V, E) mit V = {vy, ..., Vn}

gefragt: Gibt es einen Hamilton-Kreis in G?

DIRECTED-HAMILTON-CYCLE ist NP-vollstandig.
Beweis Siehe Skript. O
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Ungerichtete Hamilton-Kreise

Definition
In einem ungerichteten Graphen ist ein Hamilton-Kreis ein Kreis, der genau alle
Knoten einmal besucht.

Formal: Fiir G = (V, E) mit V ={v1, ..., vy} ist ein Hamilton-Kreis eine Permutation
m:{L,...,n} = {1,..., n}, sodass {Vr(j), Vr(i+1)} € E und {Vr(p), Vr(1)} € E.

Beispiel:
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Das UNDIRECTED-HAMILTON-CYCLE-Problem

Definition
Das UNDIRECTED-HAMILTON-CYCLE-Problem lasst sich wie folgt formulieren.

gegeben: ein ungerichteter Graph G = (V, E)

gefragt: Gibt es einen Hamilton-Kreis in G7
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NP-Vollstandigkeit von UNDIRECTED-HAMILTON-CYCLE

Satz
UNDIRECTED-HAMILTON-CYCLE ist NP-vollstandig.

Beweis
1. UNDIRECTED-HAMILTON-CYCLE € NP:
Ein Zeuge ist eine Permutation .
Die Prifrelation testet, ob {vy(y, Vyr(i+1)} € E fiir jedes / und {vy(ny, vr(1y} € E
gilt.
Dies kann deterministisch in Polynomialzeit getestet werden.
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NP-Vollstandigkeit von UNDIRECTED-HAMILTON-CYCLE

Beweis (Fortsetzung)

2. UNDIRECTED-HAMILTON-CYCLE ist NP-schwer:
Wir zeigen DIRECTED-HAMILTON-CYCLE <,
UNDIRECTED-HAMILTON-CYCLE.

Sei f die Funktion, die aus einem gerichteten Graphen (V, E) einen
ungerichteten Graphen macht, sodass

fv) = U{{Vinv V, Vour} | v €V}
F(E) == {{tout. vin} | (u,v) € E} U J{{{Vin, v} {V. Vour}} | v € V}

Die Funktion f ist total und kann in Polynomialzeit berechnet werden.
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NP-Vollstandigkeit von UNDIRECTED-HAMILTON-CYCLE

D.h. jeder Knoten v mit Ein- und Ausgangen

e
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NP-Vollstandigkeit von UNDIRECTED-HAMILTON-CYCLE

Wir zeigen: G hat einen gerichteten Hamilton-Kreis g.d.w.
f(G) einen ungerichteten Hamilton-Kreis hat.
= Falls Vr(n), ..., V(1) Vir(n) €N gerichteter Hamilton-Kreis ist,
dann ist Vin (1) V(1) Yout,m(1)r - - -+ Vinm(n)» Vre(n)» Vout,m(n)+ Vinm(1)
ein ungerichteter Hamilton-Kreis.
<= In f(G) kann der Knoten v durch einen Hamilton-Kreis nur in einer Richtung
durchlaufen werden: von vj, durch v durch v,,; oder umgekehrt.
> Falls Vinm(1)s V(1) Vout, (1)1 - - - » Vin,w(n)r Var(n)» Yout,m(n)s Vinm(1)
ein ungerichteter Hamilton-Kreis ist,
dann ist Vr(1), ..., Va(n), Var(r) €I gerichteter Hamilton-Kreis.
> Falls Vout,m(1)r Vr(1)s Vinm(1)r - - - Vout,m(n)» V(n)» Vinm(n)» Vout,m(1)
ein ungerichteter Hamilton-Kreis ist,
dann ist Vr(n), . ... V(1) Var(ny €IN gerichteter Hamilton-Kreis. O
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Das TRAVELING-SALESPERSON-Problem

Definition
Das TRAVELING-SALESPERSON-Problem lasst sich wie folgt formulieren.

gegeben: eine Menge von Knoten (Stadten) V = {vy, ..., Vn},
eine (n x n)-Matrix (M;;) mit Entfernungen M,;; € N zwischen den
Stadten v; und v;, sowie
eine Zahl k € N

gefragt: Gibt es eine Rundreise, die alle Stadte besucht, der Startort gleich dem
Zielort ist, und nicht langer als k ist?
Formal: Gibt es eine Permutation 7 : {1,..., n} — {1,..., n}, sodass

o Mz iy m(i+1)) + My(nyn1) < k7
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NP-Vollstandigkeit von TRAVELING-SALESPERSON

Satz
Das TRAVELING-SALESPERSON-Problem ist NP-vollstandig.

Beweis
» TRAVELING-SALESPERSON € NP:

Ein Zeuge ist eine Permutation .

Die Priifrelation testet, ob (37—{ Mu(iyn(i+1) + Ma(n).n(1) < K ilt.

Dies kann deterministisch in Polynomialzeit getestet werden.
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NP-Vollstandigkeit von TRAVELING-SALESPERSON

Beweis (Fortsetzung)
» TRAVELING-SALESPERSON ist NP-schwer:
Wir zeigen UNDIRECTED-HAMILTON-CYCLE <,
TRAVELING-SALESPERSON.

SeiG=(V,E)mitV =A{1,..., n}. Dann sei f(G) = (V, (M}, n)) mit
v {1 falls {i,j} € E

2 sonst

Die Funktion f ist total und kann in Polynomialzeit berechnet werden.

Wir zeigen: G hat einen Hamilton-Kreis g.d.w.
f(G) eine Rundreise der Lange n hat.
=—> Wenn G einen Hamilton-Kreis hat, dann ist das eine Rundreise der Lange n.
<= Wenn f(G) eine Rundreise der Lange < n hat, dann muss die Lange genau n sein,
und es konnen nur Kanten mit Entfernung 1 verwendet werden.
Daher hat G einen Hamilton-Kreis. O
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Zusammenfassung der NP-Vollstandigkeitsbeweise
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