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Das SET-COVER-Problem

Definition
Das SET-COVER-Problem lasst sich wie folgt formulieren.

gegeben: Mengen T+, ..., Tk mit T, ..., T C M,
wobei M eine endliche Grundmenge ist, und
eine Zahl n < k

gefragt: Gibt es eine Auswahl von n Mengen T, , ..., T, (j € {1,..., k}) mit
T, U--UT;, =M?

Beispiel:

Gegeben seien T = {1,2,3,5}, To = {1,2}, T3 = {3,4}, T4 = {3} mit
M=1{1,2,3,4,5} und n=2.

Losung: T1, T3, da T1 UT3 = M.
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NP-Vollstandigkeit von SET-COVER

Satz
SET-COVER ist NP-vollstandig.

Beweis
1. SET-COVER & NP:

Ein Zeuge fir (T4, ..., Tk, n) € SET-COVER ist eine Auswahl
Tisoo., T;, von n Mengen.

Die Prifrelation Rsgt-cover Uberpriift, ob 7;, U...UT; = M gilt.

Dies ist deterministisch in Polynomialzeit lberpriifbar.
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NP-Vollstandigkeit von SET-COVER

Beweis (Fortsetzung)

2. SET-COVER ist NP-schwer, erster Versuch:
Wir zeigen 3-CNF-SAT <, SET-COVER.

Sei F=Ki A+ ANKpy eine 3-CNF.

Seien x1, ..., Xp die in F vorkommenden aussagenlogischen Variablen.
Setze M :={1,..., m}.

Firie{1,..., n} sei

P; :={j | Literal x; kommt in Klausel K; vor}
N;j :={j | Literal =x; kommt in Klausel K vor}

Das Mengensystem sei P, ..., P, N1, ..., N, C M.
Gesucht wird eine Vereinigung von n Mengen.

Grundgedanke: Wenn P; bzw. N; gewahlt wird, dann werden die Klauseln, die
das Literal enthalten, erfiillt. Das Ziel ist, alle m Klauseln zu erfiillen.
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Beispiel fiir den ersten Versuch

3-CNF:
(X1 V Xo V X3) A (Xl V —|X2) A (—\Xl V =X V X3)

SET-COVER-Instanz dazu:

P = {j | xx kommt in Klausel K; vor} = {1,2}
Ny = {j | =x; kommt in Klausel K; vor} = {3}
P> = {j | xo kommt in Klausel K; vor} = {1}
Np = {j | =xo kommt in Klausel K; vor} = {2, 3}
Ps = {j | x3 kommt in Klausel K; vor} ={1,3}
N3 = {j | =x3 kommt in Klausel K; vor} =0

Gesucht wird eine Vereinigung von n = 3 Mengen Uy, U, U3 mit
Uul,uUs ={1,2,3}.

Losung: z.B. Pi, N, Ns3.

Belegung dazu: I(x1) = 1,/(x2) =0, I(x3) = 0.
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Weiteres Beispiel fiir den ersten Versuch

3-CNF:
(x1Vx2) A(=x1 V—xe) A(xe V—xe) A (=xe Voxe)

SET-COVER-Instanz dazu:

P = {j | xx kommt in Klausel K; vor} U{m+1} = {1,3}

N1 = {j | =x; kommt in Klausel K; vor} U{m+ 1} = {2,4}

P> = {j | xo kommt in Klausel Kj vor} U{m+2} ={1,4}

No = {j | =x2 kommt in Klausel K; vor} U {m+ 2} = {2,3}

Gesucht wird eine Vereinigung von n = 2 Mengen Uy, U> mit U U U ={1,2,3,4}.
Losung: z.B. P, Nj.

Aber diese Losung entspricht keiner giiltigen Belegung.
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NP-Vollstandigkeit von SET-COVER

Beweis (Fortsetzung)
2. SET-COVER ist NP-schwer, zweiter Versuch:
Wir zeigen 3-CNF-SAT <, SET-COVER.

Sei F=Ki A+ ANKpy eine 3-CNF.

Seien x1, ..., Xp die in F vorkommenden aussagenlogischen Variablen.
Setze M :={1,..., m -+ n}.

Fiurie{1,..., n} sei

P; :={J | Literal x; kommt in Klausel K; vor} U {m + /}
N;j := {j | Literal =x; kommt in Klausel K; vor} U {m + i}

Das Mengensystem sei P, ..., P.. N1, ..., N, C M.
Gesucht wird eine Vereinigung von n Mengen.

Grundgedanke: Fiir jedes i muss mindestens (und daher hochstens) eins von
Pi, N; gewahlt werden.
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Beispiel fiir den zweiten Versuch

3-CNF:
(X1 V Xo V X3) A (Xl V —|X2) A (—\Xl V =X V X3)

SET-COVER-Instanz dazu:

P = {j | xx kommt in Klausel K; vor} U{m+1} = {1,2,4}
N1 = {j | =x; kommt in Klausel K; vor} U{m + 1} = {3,4}
P> = {j | xo kommt in Klausel K; vor} U {m+2} = {1,5}
No = {j | =xo kommt in Klausel K; vor} U{m + 2} = {2,3,5}
Ps = {j | x3 kommt in Klausel K; vor} U{m+3} ={1,3,6}
N3 = {j | =x3 kommt in Klausel K; vor} U {m+ 3} = {6}
Gesucht wird eine Vereinigung von n = 3 Mengen Uy, U, U3 mit
Uy ulU,UUs = {1,2,3,4,5,6}.

Losung: z.B. Pi, N, Ns3.

Belegung dazu: I(x1) = 1,/(x2) =0, I(x3) = 0.
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Weiteres Beispiel fiir den zweiten Versuch

3-CNF:
(1 Vx2) A(=x1 Voxa) A (xg vV —xe) A (—xg Voxo)

SET-COVER-Instanz dazu:

P = {j | x1x kommt in Klausel K; vor} U{m+1} = {1,3,5}
Ny = {j | =x1 kommt in Klausel K vor} U {m+ 1} = {2,4,5}
P> = {j | xo kommt in Klausel K; vor} U{m+2} ={1,4,6}
No = {j | =xo kommt in Klausel K; vor} U{m+ 2} = {2,3,6}

Gesucht wird eine Vereinigung von n =2 Mengen Uy, U, mit
Upul, ={1,2,3,4,5,6}.

Es gibt keine Losung aber auch keine Belegung fiir die 3-CNF.
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NP-Vollstandigkeit von SET-COVER

Beweis (Fortsetzung)
Zur Erinnerung:

P; :={j | Literal x; kommt in Klausel K; vor} U {m+ i}
N;j := {j | Literal =x; kommt in Klausel K; vor} U {m + i}

Die Reduktionsfunktion ist total und kann in Polynomialzeit berechnet werden.
Zu zeigen: F ist erfillbar g.d.w. es eine Vereinigung von n Mengen
Up,....Uy€{P1, Ny, ..., Pn Ny} gibt, sodass Uy U---UU, = M.
= Wenn F erfiillbar ist, gibt es eine Belegung [ mit /(F) = 1.

Wenn /(x;) = 1, dann wahle F;, sonst wahle N;. Dies ergibt n gewdhlte Mengen.

Jede Zahl aus M kommt vor:
» Da jede Klausel durch [ erfiillt ist, kommen alle 1, ..., m vor.
» Da jede Variable x; mit 0 oder 1 belegt wird, kommen alle m+1, ..., m -+ n vor.

Die Vereinigung der n Mengen ergibt daher M.
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NP-Vollstandigkeit von SET-COVER

Beweis (Fortsetzung)

Zur Erinnerung:

P; :={j | Literal x; kommt in Klausel K; vor} U {m+ i}
N;j := {J | Literal =x; kommt in Klausel K; vor} U {m+ i}

Zu zeigen: F ist erfiillbar g.d.w. es eine Vereinigung von n Mengen
Up,....Uy€{P1, Ny, ..., Pn Ny} gibt, sodass Uy U---UU, = M.
< Seien Uy, ..., Uy € {Pi, N1, ..., Py, Ny} mit Us U---UU, = M.

Dam+1,..., m+ n in der Vereinigung sind, muss fiir jedes i € {1, ..., n} genau
entweder P; oder N; in der Vereinigung sein. O.B.d.A. U; € {PF;, N;}.

Setze I(x;) = 1 wenn U; = P, und /(x;) = 0 wenn U; = N;.

Da 1,..., min der Vereinigung sind, wird in jeder Klausel ein Literal durch /| wahr
gemacht. Daher ist F erfiillbar. I
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Das SUBSET-SUM-Problem

Definition
Das SUBSET-SUM-Problem lasst sich wie folgt formulieren.

gegeben: natiirliche Zahlen aq, ..., ax €NundseN

gefragt: Gibt es eine Teilmenge / C {1,..., k}, sodass > aj = s?
i€l

Beispiel:

Gegeben seien ay, ..., as = 1,21,5,16,12,19 und s = 49.

Losung: 2,4,5, da 21 + 16 + 12 = 49.

Satz
Das SUBSET-SUM-Problem ist NP-vollstandig.

Beweis Siehe Skript.
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Das KNAPSACK-Problem

Definition
Das KNAPSACK-Problem ldsst sich wie folgt formulieren.

gegeben: k Gegenstande mit Gewichten wy, .. ., wy € N und

sowie zwei Schwellenwerte s,,, s, € N

gefragt: Gibt es eine Teilmenge | C {1, ..., k},sodass > w;j <'s,, und > n; > s,7?
iel iel

Beachte: Fiir w; = n; und s, = s, ergibt sich genau das SUBSET-SUM-Problem.
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NP-Vollstandigkeit von KNAPSACK

Satz
KNAPSACK ist NP-vollstandig.

Beweis

1. KNAPSACK € NP:
Ein Zeuge ist eine Menge | C {1, ..., k}.

Die Priifrelation Rxnapsack Uberpriift, ob > .., w; <'s,, und > o, ni > s, gilt.

Dies ist deterministisch in Polynomialzeit tiberpriifbar.
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NP-Vollstandigkeit von KNAPSACK

Beweis (Fortsetzung)

2. KNAPSACK ist NP-schwer:
Wir zeigen SUBSET-SUM <, KNAPSACK.

Sei ((a1,..., ax), s) eine SUBSET-SUM-Instanz.

Sei f((a1,..., ak),s) = ((wy, ..., wi), (N1, ..., Nk), Sw, Sm) Mit w; = a;, n; = a;
furie{1,..., k} und s, =sund s, =s.

f ist in polynomieller Zeit von einer DTM berechenbar.

((ag, ..., ak),s) ist SUBSET-SUM-Iosbar g.d.w.
f((ay,..., ak),s) KNAPSACK-Iosbar ist. O
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Das PARTITION-Problem

Definition
Das PARTITION-Problem lasst sich wie folgt formulieren.

gegeben: natiirliche Zahlen aq, .. ., ak €N

gefragt: Gibt es eine Teilmenge | C {1, ..., k}, sodass > a; = > a?
icl ie{1,.k}\/

Beispiel:

Gegeben seien k =4 und ay, ..., as=7,2,8,13.

Losung: z.B. I ={1,3},da > 5 ai=15= ) a;.
ie{13} ie{2,4}
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NP-Vollstandigkeit von PARTITION

PARTITION ist NP-vollstandig.

Beweis

1. PARTITION &€ NP:
Ein Zeugeist | C {1,..., k}.

Die Priifrelation testet, ob }Zic)ai = D jcq1, kyy ai-
Dies kann in Polynomialzeit auf einer DTM entschieden werden.
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NP-Vollstandigkeit von PARTITION

Beweis (Fortsetzung)

2. PARTITION ist NP-schwer:
Wir zeigen SUBSET-SUM <, PARTITION.

Sei f((a1,..., ax),s) = (a1, ..., Ak, Ak+1, Akro) Mit
ak+1 = A+ sund agyp =2A — s, wobei A = Zf;l a.

Beachte: 3252 5, = 4A.

Die Funktion f ist total und kann in polynomieller Zeit berechnet werden.
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Beispiel fir die SUBSET-SUM-Instanzkonstruktion

SUBSET-SUM-Instanz:
((1,2,3,4,5,6),14)

Wir haben s =14, A=21, A4+ s =35, 2A=42 und 2A — s = 28.
PARTITION-Instanz zur SUBSET-SUM-Instanz:

(1,2,3,4,5,6,35,28)

Losung der PARTITION-Instanz: z.B. I = {1, 3,4, 6, 8},
dal+34+44+64+28=42=245+435.

Losung der SUBSET-SUM-Instanz: {1, 3,4,6}.
Tatsachlich 14+ 3+ 4+ 6 = 14.
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NP-Vollstandigkeit von PARTITION

Beweis (Fortsetzung)

Wir zeigen: ((a1,...,ax),s) ist SUBSET-SUM-I6sbar g.d.w.
(a1,...,ak, ak+1, ak+2) PARTITION-I6sbar ist.

= Wenn/C{1,..., k} eine Losung fir ((ag, ..., ak),s) ist, dann ist / U {k + 2} eine

Losung fir (ag, ..., Ak, Aka1, Akao), well Zlu{k+2} ai=s+ (2A—5s) = 2A, was die
Halfte von 3642 = 4A ausmacht.
<= Wenn (ay,..., Ak, Ak+1, dk+2) eine Losung [ C {1,..., k + 2} hat,

k 4+ 1 und k + 2 konnen nicht gleichzeitig in / sein, da sonst die Summe zu groB ist.
> Wenn k+2¢€/, dann I =1\ {k+2}.
> Wenn k+ 1€/, dann /"= ({1,..., k+23\ D\ {k+2}.

In beiden Fallen ist ;. = 2A — (2A—s) = s und

die Indexmenge /” ist daher eine Lésung von ((ay, .. ., ak), s). O
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Das BIN-PACKING-Problem

Definition
Das BIN-PACKING-Problem lasst sich wie folgt formulieren.

gegeben: natiirliche Zahlen aq, .. ., ax € N,
die BehaltergroBe b € N und
die Anzahl der Behalter m

gefragt: Kann man alle gegebenen Zahlen so auf die Behalter aufteilen, sodass
keiner der Behilter iiberlauft?
Formal: Gibt es eine totale Funktion assign : {1, ..., k} — {1,..., m},
sodass fiir alle Behilter j € {1,.. ., m} gilt: (3 ssign(iy=j @) < b?
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NP-Vollstandigkeit von BIN-PACKING

Satz
BIN-PACKING ist NP-vollstandig.

Beweis

1. BIN-PACKING & NP:
Ein Zeuge ist eine Zuordnung, die fiir jede Zahl a; angibt, in welchen Behalter sie
gehort.

Die Priifrelation testet, dass diese Zuordnung keinen Behalter iiberlaufen lasst.

Dies kann in Polynomialzeit auf einer DTM getestet werden.
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NP-Vollstandigkeit von BIN-PACKING

Beweis (Fortsetzung)

2. BIN-PACKING ist NP-schwer:
Wir zeigen PARTITION <, BIN-PACKING.

Sei (a1, ..., ak) eine PARTITION-Instanz. Sei f(ay, ..., ay) die
BIN-PACKING-Instanz mit Zahlen aq, .. ., ak,

.. . Zk: aj .
BehaltergroBe b = {’le und m = 2 Behaltern.

Die Funktion f ist total und kann in polynomieller Zeit berechnet werden.
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NP-Vollstandigkeit von BIN-PACKING

Beweis (Fortsetzung)

Wir zeigen: (a1, ..., ak) ist PARTITION-I6sbar g.d.w.

((a1,...,ak), b, 2) BIN-PACKING-Iosbar ist.

Wenn Zf;l a; ungerade ist, dann ist die PARTITION-Instanz unldsbar und die
BIN-PACKING-Instanz ebenso. Sonst:

= Wenn /| C{1,..., k} eine Losung fir PARTITION ist, dann ist

1 wenniel
2 wenn/ ¢/

assign(i) = {

eine Losung fiir BIN-PACKING.
<= Sei assign eine Losung fiir BIN-PACKING.
Mit I ={i|1<i<k,assign(i) =1} kann eine Losung fiir PARTITION
erstellt werden. O
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