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Uberblick iiber NP-Vollstandigkeitsbeweise

Wir weisen NP-Schwere nach durch Polynomialzeitreduktion bekannter
NP-vollstandiger Probleme auf das neue Problem.
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Wiederholung: NP-Vollstandigkeit

Definition
Eine Sprache L heiBt NP-vollstdndig, wenn gilt
1. L € NP und
2. L ist NP-schwer: fiir alle L’ € NP gilt L' <, L.

Beweistechnik fiir NP-Vollstandigkeit von L:
1. Zeige L € NP.

2. Zeige Lo <, L fiir ein bekanntes NP-vollstandiges Problem Lq (z.B. SAT).
Dann folgt die NP-Schwere von L.
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Konjunktive Normalform

Ein Literal ist eine Variable x oder eine negierte Variable —x.
Eine Klausel ist eine Disjunktion a; V ...V ax von Literalen.
Eine Formel in konjunktiver Normalform (CNF) ist

eine Konjunktion Cy A ... A Cp, von Klauseln.

Beispiel:
X1 N\ (X2 V —Xq V X3) A (X2 V X4)

Eine erfiillende Belegung muss mindestens 1 Literal pro Klausel wahr machen.

Wir nehmen an, dass es keine Klauseln gibt, die x und —x enthalten.
Diese Klauseln sind immer wahr und kdnnen gel6scht werden.
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3-CNF-SAT

Eine Formel in CNF ist in k-CNF, wenn jede Klausel hochstens k Literale enthalt.
Definition
Das 3-CNF-SAT-Problem lasst sich wie folgt formulieren.

gegeben: eine aussagenlogische Formel F in 3-CNF,

Frage: Ist F erfiillbar? Genauer: Gibt es eine Belegung o mit a(F) =17
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Zugehorigkeit von 3-CNF-SAT zu NP

Satz
3-CNF-SAT ist NP-vollstandig.

Beweis
1. 3-CNF-SAT ist in NP:
Ein Zeuge fiir F € 3-CNF-SAT ist eine Bewertung a mit a |= F.

Da o nur Variablen bewerten muss, die in F vorkommen, ist [dom(a)| < |F|,
und daher |a| < O(|F]).

Die Priifrelation R3.cnpsaT ist gegeben durch (o, F) € Ra.cnF-saT 9dw. a = F.
Dies ist wie im Fall von SAT in Zeit O(|F|?) entscheidbar.
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NP-Schwere von 3-CNF-SAT

Satz
3-CNF-SAT ist NP-vollstandig.

Beweis (Fortsetzung)

2. 3-CNF-SAT ist NP-schwer:
Wir zeigen SAT <, 3-CNF-SAT.

Gesucht wird eine polynomiell berechenbare, totale Funktion f, sodass:
F ist erfiillbar g.d.w. die 3-CNF f(F) ist erfiillbar.
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CNF-Transformation

Die CNF-Transformation ist ein Verfahren,
um F in eine dquivalente CNF f(F) umzuformen.

Schritte:
1. Lose — auf.

2. Schiebe Negationen nach innen und anschlieBend multipliziere aus.
(Wende Distributivitat, Kommutativitat an, um CNF herzustellen.)

Zum Beispiel wird x1 <> xo zu (=x1 V x2) A (x1 V —x2).

Aber der Algorithmus hat im schlechtesten Fall exponentielle Laufzeit und kann
Klauseln erzeugen, die mehr als drei Literale enthalten.

Er kann daher nicht direkt fiir eine Polynomialzeitreduktion von SAT auf 3-CNF-SAT
verwendet werden.
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NP-Schwere von 3-CNF-SAT

Satz
3-CNF-SAT ist NP-vollstandig.

Beweis (Fortsetzung)
2. 3-CNF-SAT ist NP-schwer:
Wir zeigen SAT <, 3-CNF-SAT.
Gesucht wird eine polynomiell berechenbare, totale Funktion f, sodass:
F ist erfiillbar g.d.w. die 3-CNF f(F) ist erfiillbar.
Beachte: f muss die Erfiillbarkeit erhalten, aber nicht die Aquivalenz.

Die Tseitin-Transformation ist ein Verfahren,

um F in eine erfiillbarkeits-aquivalente 3-CNF E(F) umzuformen,
sodass E(F) lineare GroBe in |F| hat.
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Negations-Normalform

Eine Formel F ist in Negations-Normalform (NNF).
Transformation einer Formel in eine aquivalente Formal in NNF:

> Ersetze alle Teilformeln F — G durch =F Vv G.

> Wende die folgenden Transformationsregeln an, bis keine mehr anwendbar ist:

> Ersetze Teilformel =(F A G) durch =F VvV —=G.
> Ersetze Teilformel =(F Vv G) durch =F A =G.
> Ersetze Teilformel =—F durch F.
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Tseitin-Transformation

Sei F in NNF.

Fiir jede Teilformel G von F definiere
eine neue Variable vg, und die definierende Formeln Dg:

» G = a Literal:

Dy = (va4ra) = (va—a)A(a—vy)

= (-vaVa)A(—maVv,)
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Tseitin-Transformation

» G = H; V H» Disjunktion:

De = (VG « (VH1 \ VH2))
= (—|VG Vv V VHz) A (—|V/r-/1 V V(;) AN (—\V/-/2 V VG)
» G = H; A H> Konjunktion:

De = (v6 < (Vi A Vi,))

= (‘!VG V VHl) A\ (ﬂVG V VH2) A (‘!V,l_/1 Vv, V VG)

E(F)=vrA /\ De

G Teilformel von F
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Erfullbarkeitsaquivalenz der Tseitin-Transformation

Zu zeigen: E(F) ist eriillbar genau dann, wenn F erfiillbar ist.

Sei a = E(F).
Zeige durch Induktion:  a(G) = a(vg) fiir jede Teilformel G von F.
Daa k= E(F),ist a(vp) =1, also auch a |= F.

Sei nun o = F.

Definiere Erweiterung a* von a durch:
a*(vg) = a(G) fiir jede Teilformel G von F.

Dann gilt nach Konstruktion: a* = Dg  fiir jede Teilformel G von F
auBerdem a*(vg) = 1, also insgesamt o* |= E(F).
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Komplexitat der Tseitin-Transformation

E(F) ist offensichtlich in 3-CNF.
Es bleibt zu zeigen, dass E(F) polynomiell berechenbar ist.

Die GroBe der Teilformeln D¢, ist konstant.

Die Anzahl der Teilformeln Dg, die erzeugt werden, ist gleich der Anzahl der
logischen Zeichen in F, also kleiner als |F|.

Die GroBe der 3-CNF ist also linear in der GroBe der urspriinglichen Formel F.

Die Berechnung geht in Polynomialzeit.

Daher: SAT <, 3-CNF-SAT.

Da SAT NP-schwer ist, folgt dass 3-CNF-SAT NP-schwer ist. O
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Beispiel fiir die Tseitin-Transformation

Sei F die Formel (=xAy) V (x A (y — 2)).

Nach Transformation in NNF erhalten wir:
(,_‘IX AY)V (x A (—y Vz))
3

2 /
4
| —
5
6
Wir fiihren neue Variablen vy, ..., v ein
und definieren die Formeln D1, ..., D¢ fiir die jeweiligen Teilformeln.

ZB.ist D3 =(v3 <> —y)und Dy =v4 <> (v3V 2).
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Beispiel fiir die Tseitin-Transformation

Die Formeln D; sind:

D1 = (v1 & —x)
= (w1 VX)A (v V—x)
Dy = (v2 > (vi Ay))
=(vaVwn)A(vaVy)A(vnV-ovV-ay)
D3 = (v3Vy)A (v V-y)
Dy = (va <> (v3V 2))
=(vaV-v3)A(vagV—z)A(mva V3V 2)
Ds = (=vs VX) A (=vs Vvg) A (vs V —x V —vy)
D= (Ve V-v)A(VeV-v5)A(=VsV vaV vs)

Die Formel E(F) ist: v AD1 A ... A De.
Mvomderin sonrsar T e P
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