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Eigenschaften von P und NP

Uberblick:

» Die Definition der Klassen P und NP ist unabhangig vom verwendeten
Maschinenmodell.

» Abschlusseigenschaften der Klassen P und NP.
> Die Klasse NP kann mittels existentieller Quantifizierung charakterisiert werden.

» Alle Probleme in NP sind deterministisch in exponentieller Zeit |osbar.



Polynomielle Komplexitat: Andere Modelle (nur FSK)

Sei M eine DTM mit timey(w) < f(Jw|). Analyse unserer Aquivalenzbeweise zeigt:
> TMs konnen durch GOTO-Programme simuliert werden,
mit konstant vielen Schritten, um 1 TM-Schritt zu simulieren.
» GOTO in WHILE: Anzahl der Durchlaufe durch die einzige WHILE-Schleife ist
nicht groBer als f(|w]).

» Die einzige WHILE-Schleife kann durch LOOP ersetzt werden:
y := f(|lw]); LOOP y DO...END, wenn f LOOP-berechenbar

Fir f LOOP-berechenbar: Funktion mit Laufzeitkomplexitat f(n)
LOOP-berechenbar.

Daher TIME(2") oder sogar T//\//E(222 ) noch in der Klasse der
LOOP-berechenbaren Funktionen.  p-mal



Kostenmale

Konsequenz der vorherigen Aussagen:

Bei Definition der Klasse P macht es keinen Unterschied, ob Turingmaschinen,
WHILE-Programme, GOTO-Programme oder LOOP-Programme verwendet werden.
Ebenso fiir NP.

Vorsicht: Falle
In x; := x; dirfen die Zahlen nicht zu grol3 werden.

Uniformes KostenmaB:
Ausfiihrung von x; := x; in konstanter Zeit (1 Schritt)

Logarithmisches Kostenmal3:

Ausfiihrung von x; := x; in Anzahl der Bits (] log x;| Schritte)
Turingmaschine muss so viele Bits kopieren.

Daher bei groBen Zahlen logarithmisches KostenmaB verwenden.



Beispiel

Betracht folgendes WHILE-Programm:

Xo 1= 2;
WHILE x; # 0 DO
Xo = Xo * X0,
X1 =x1—1;
END

Das Programm berechnet 22 .

» Uniformes KostenmaB: Laufzeit O(x)

» Turingmaschine: mindestens 2*1 Schritte alleine um das Ergebnis auf das Band
zu schreiben.

» Hier also: Logarithmisches KostenmaB verwenden.



Abschlusseigenschaften der Klasse P

Die Klasse P ist abgeschlossen unter

» Vereinigung,
» Durchschnitt
» und Komplementierung.

Eigenschaften der Klassen P und NP .



Abschluss von NP unter Vereinigung

Seien L1 und Lo in NP,
und fiir i = 1,2 sei M; eine NTM, die L; in Zeit p; entscheidet.

Folgende NTM entscheidet L1 U L»:

Beginn
L rate / € {1,2}

simuliere M,

Die Laufzeit ist max(p1, p2) + 1.

Satz

Die Klasse NP ist abgeschlossen unter Vereinigung.



Abschluss von NP unter Durchschnitt

Seien L1 und Lo in NP,
und fiir i = 1,2 sei M; eine NTM, die L; in Zeit p; entscheidet.

Die folgende NTM entscheidet L1 N Lo:

Beginn
simuliere My

wenn M, akzeptiert dann
| simuliere M,

Die Laufzeit ist p; + po.

Satz

Die Klasse NP ist abgeschlossen unter Durchschnitt.



NP und Komplementierung

Es ist unbekannt, ob NP unter Komplementierung abgeschlossen ist.

Definition

Die Klasse co-NP ist definiert als

co-NP:={L; LeNP}

NP unter Komplementierung abgeschlossen hei3t: NP = co-NP

Offenbar gilt:
Wenn P = NP, dann ist NP = co-NP.

Kontraposition:
Wenn NP # co-NP, dann ist P # NP.



Charakterisierung mittels existentieller Quantifizierung

Satz

L C ¥ * ist genau dann in NP, wenn es eine zweistellige Relation
R, C¥X* x X* in P und ein Polynom p gibt mit:

Vw: wel < 3z: |z < p(Jw]) und (w,z) € R,

Wir nennen R, die Priif-Relation fiir L,
und ein z mit (w, z) € R, einen Zeugen fiir w € L.



Bewels der Charakterisierung - Teil 1

Sei L definiert durch die Priif-Relation R; und Polynom p so dass
Vw: wel < 3z: |z <p(Jw]) und (w,z) € R,

Sei M eine DTM, die R, entscheidet in Zeit q(|w]|, |z]) fiir ein Polynom q.

Definiere eine NTM, die bei Eingabe w folgendes tut:
1. Berechne £ := p(|w]).
2. Rate nichtdeterministisch ein z mit |z] < £.
3. Uberpriife mittels M, ob (w, z) € R, gilt.

Diese NTM entscheidet offenbar, ob w € L ist.

Die Laufzeit ist 24+ q(|wl, |z[) < 2p(|w]) + a(lw|, p(|w])),
also polynomiell in |w/.



Beweis der Charakterisierung - Teil 2

Sei M eine NTM, die L in Zeit p(|w]) fiir ein Polynom p entscheidet.

Ein Zeuge z dafiir, dass w € L ist, ist eine akzeptierende Berechnung von M bei

Eingabe w.

D.h., z ist eine Folge K1, Ko, ..., K von Konfigurationen von M,

codiert als z = K1 #Ko# - - - # K¢, mit den folgenden Eigenschaften:
1.t < p(Iw|)

2. Ky = Startp(w) ist die Startkonfiguration.
3. Kt = uzv fir einen Endzustand z € E.
4. Firalle i < tgilt: Ky K/+1

Offensichtlich ist w € L genau dann, wenn eine solche Berechnung existiert.



Beweis der Charakterisierung - Teil 2

Fiir den Zeugen z = K1 #Ko# - - - # K gilt die folgende Abschatzung:

Da die Laufzeit von M durch p(Jw|) beschrankt ist,
ist t < p(jw|) und |K;| < p(Jw]) + 1 fiir jedes / < t.

Daher ist |z| < p(lw|) - (p(Iw]) +2).

Die Priif-Relation R, verifiziert, dass die Bedingungen 2. bis 4. oben gelten.

Dies ist in Zeit O(|w/| 4+ |z|) moglich, also ist R, € P.



NP und exponentielle Zeit

Satz
Ist L € NP, so ist L von einer DTM in exponentieller Zeit entscheidbar.

Sei L gegeben durch Zeugen der Lange p und die Priif-Relation R;, d.h.
Vw: wel < 3z: |z| <p(lw]) und (w,z) € R;,.

Sei M eine DTM, die R, entscheidet in Zeit g(|w|, |z|) fiir ein Polynom q.

Wir beschreiben eine DTM, die L mit exhaustiver Suche entscheidet.



NP und exponentielle Zeit

Beginn
found := false
fiir jedes z mit |z| < p(|w|) tue
L wenn (w, z) € R, dann
L found := true

wenn found=true dann
| akzeptiere

sonst

L verwirf

Die Anzahl der moglichen Zeugen ist O(|X|P(%D), also ist die Laufzeit beschrankt
durch O(|ZP1"D - g(|wl, p(Iw))) ).



Die Klasse EXP

Die Klasse EXP ist definiert als

EXP:= ] TIME(2P™)
p Polynom

Der Algorithmus auf Folie 15 zeigt:

NP C EXP.




