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Abschlusseigenschaften

Satz

Die regularen Sprachen sind abgeschlossen beziiglich Vereinigung, Produkt und
Kleeneschem Abschluss. D.h. wenn Ly, L5 regular sind, dann sind L; U L5, L1L5 und
L1* regular.

Beweis Vereinigung, Produkt und Kleenescher Abschluss werden durch regulare
Ausdriicke erzeugt und sind daher reguldre Sprachen.
Seien reguldre Ausdriicke a1, o mit L(o;) = L; fir i € {1, 2}.

» (aq|an) erzeugt L(op|an) = L(a)U L(an) = L1 U Ly,

» ajap erzeugt L(aian) = L(ar)l(an) = Lils.

» (op)" erzeugt L(af) = L(og)* = L1™. m
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Abschlusseigenschaften

Satz
Die regularen Sprachen sind abgeschlossen beziiglich Komplementbildung. D.h. wenn
L reqular ist, dann ist das Komplement L regular.

Beweis Sei V = (7, 2,0, zy, E£) ein DFA, der L akzeptiert.

Dann akzeptiert M = (Z,%,6, z9, Z \ E) die Sprache L:
Offensichtlich gilt 6(zp, w) € Z\ E g.d.w. 6(z, w) & E.

Daher ist L regulr. ]
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Abschlusseigenschaften

Satz

Die regularen Sprachen sind abgeschlossen beziiglich Schnitt. D.h. wenn L1, Lo
reguldr sind, dann ist L1 N Ly regular.

Beweis Dies folgt aus L1 N Lo = L1 U L, und da regulidre Sprachen abgeschlossen
beziiglich Vereinigung und Komplementbildung sind. O
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Abschlusseigenschaften

Satz

Die regularen Sprachen sind abgeschlossen beziiglich Schnitt. D.h. wenn L1, Lo
regular sind, dann ist L1 N Ly regular.

Alternativer Beweis

Seien Ml (Zl 2, 51 201, El) und M2 = (Zg 2, 52 202, E2) DFAS,
die L1 = L(M7) und Ly = L(M,) akzeptieren.

Der Produktautomat von My und M- ist der DFA

/\//1 X M2 = (21 X ZQ, 2,5, (201,202), El X E2) mit

0((z1,20),a) == (01(z1,a),02(22, a)) firalleae ¥ und (z1,20) € Z1 X Z>

/\//1 X My akzeptiert L1 N Lo, denn es gilt:
5((201 202) ) € F1 x E> g.d.w. 51(201 W) € E; und 62(202 W) € Es. O
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Beispiel fiir den Produktautomaten

Produktautomat M; x Ms:

Wort: bbaa e L(M; x ’1,)
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Abschlusseigenschaften zusammengefasst

Theorem (Abschlusseigenschaften der reguldren Sprachen)

Die regularen Sprachen sind abgeschlossen beziiglich Vereinigung, Schnitt,
Komplementbildung, Produkt und Kleeneschem Abschluss.
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Nichtregularitat zeigen mit Abschlusseigenschaften

Anleitung zum Widerlegen der Regularitat von L mit Abschlusseigenschaften:
1. Nehme an, dass L regular ist.

2. Operiere auf L unter Erhaltung der Regularitat:
vereinige, schneide, komplementiere, multipliziere L mit bekannt regularer
Sprache, bilde Kleeneschen Abschluss.

3. Kommt dabei eine bekannt nicht reguldare Sprache heraus,
dann hat man einen Widerspruch und die Annahme war falsch.
Daher ist L dann nicht regular.
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Nichtregularitat zeigen mit Abschlusseigenschaften

Satz

Die Sprache L = {a" | n ist keine Primzahl} ist nicht regular.
Beweis Durch Widerspruch. Wir nehmen an, L ist reguldr.
Dann ist L auch regulir.

L ={a}*\ L={a"| nist eine Primzahl} ist aber nicht regulir (bereits gezeigt).
Widerspruch. O

Eigenschaften von regularen Sprachen 9/15 Abschlusseigenschaften



Nichtregularitat zeigen mit Abschlusseigenschaften

Satz
Die Sprache L = {w € {a, b}* | #.(w) = #,(w)} ist nicht regular.

Beweis Durch Widerspruch. Wir nehmen an, L ist regular.

Die Sprache L' = {a™b" | m, n € N} ist regular, da der regulare Ausdruck a*b* sie
erzeugt.

Da L und L’ regular sind, ist auch L N L’ regular.
LNL" ={ab |je N} ist aber nicht reguldr (bereits gezeigt). Widerspruch. O
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Wortproblem fiir regulare Grammatiken

Definition

Das Wortproblem fiir Typ i-Grammatiken ist die Frage, ob fiir eine gegebene
Typ i-Grammatik G = (V, %, P,S) und ein Wort w € ¥* w € L(G) gilt oder nicht.

Satz

Das Wortproblem fiir regulare Grammatiken ist entscheidbar:
Es gibt einen Algorithmus, der bei Eingabe von regularer Grammatik G und Wort w
nach endlicher Zeit entscheidet, ob w € [ (G) gilt oder nicht.

Beweis Sei G eine regulare Grammatik und sei M ein DFA mit L(M) = L(G).
Fir M ist das Wortproblem in Linearzeit in der Lange des Wortes I6sbar, denn die
Berechnung von 6(z, w) braucht fiir einen DFA nur |w| Schritte. O
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Leerheitsproblem fiir regulare Grammatiken

Satz

Das Leerheitsproblem fiir regulare Grammatiken ist entscheidbar.

Beweis Sei G eine regulare Grammatik und sei M ein DFA mit L(M) = L(G).

Dann gilt L(M) = ( g.d.w. es keinen Pfad vom Startzustand zu einem Endzustand in
M gibt.

Dies kann man leicht mit einer Tiefensuche (Depth-First-Search) auf dem
Zustandsgraphen von M priifen. ]
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Endlichkeitsproblem fiir regulare Grammatiken

Satz

Das Endlichkeitsproblem fiir regulare Grammatiken ist entscheidbar.

Beweis Sei G eine reguldre Grammatik und sei M ein DFA mit L(M) = L(G).

Es gilt |[L(M)| < oo g.d.w. es keinen Pfad vom Startzustand zu einem Endzustand
gibt, der eine Schleife enthalt.

Priife dies mit einer Tiefensuche auf dem Zustandsgraphen von M. ]

Eigenschaften von regularen Sprachen 13/15 Entscheidbarkeiten



Schnittproblem fiir regulare Grammatiken

Satz

Das Schnittproblem fiir regulare Grammatiken ist entscheidbar.

Beweis Seien G1, Go reguldare Grammatiken und seien My, Mo DFAs mit
L(M;) = L(G)) fir i € {1,2}.

Konstruiere den Produktautomaten My x Mo mit L(M; x M) = L(My) N L(M>).
Priife das Leerheitsproblem fiir L(My x Mo). O
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Aquivalenzproblem fiir regulare Grammatiken

Satz

Das Aquivalenzproblem fiir regulire Grammatiken ist entscheidbar.

Beweis Seien G1, G» regulare Grammatiken und seien My, M> DFAs mit
L(M;) = L(G;) fur i € {1,2}.
Minimiere My und M.

Priife die minimalen DFAs auf Gleichheit bis auf Umbenennung. ]
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