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Regulare Ausdriicke

Informelle Kurzfassung:
» Regulare Ausdriicke sind (wie Automaten und Grammatiken) ein Formalismus
zur Reprasentation von Sprachen.
P Sie bieten eine kompakte Notation fiir regulare Sprachen an.
P In der Praxis werden sie verwendet, um Text zu erkennen oder zu suchen.
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Regulare Ausdriicke

Definition
Sei ¥ ein Alphabet. Die reguldaren Ausdriicke iiber X sind definiert durch folgende
Regeln (und nur diese):
» () ist ein regularer Ausdruck.
€ ist ein regularer Ausdruck.
a mit a € ¥ ist ein reguldrer Ausdruck.

>
>
» Wenn a und B reguldre Ausdriicke sind, dann auch o3 (alternativ o - 3).
» Wenn o und B regulare Ausdriicke sind, dann auch («|3).

>

Wenn « ein reguldrer Ausdruck ist, dann auch (a)*.
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Erzeugte Sprache eines regularen Ausdrucks

Definition

Die von einem reguldren Ausdruck o erzeugte Sprache L(a) ist rekursiv definiert:

L(D):=0
L(e) = {e}
L(a):={a} firae X
L(aB) == L(a)L(B) ={uv | u € L(a),v € L(B)}
L(alp) = L(a) U L(B)
L((a)*) == L(a)*

Fir alle reguldren Ausdriicke o, B,y gilt L((«|B)|v) = L(a|(B]7Y)).
Daher lassen wir Klammern weg und schreiben (a1 |az]| - |ap).
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Beispiele fiir regulare Ausdriicke

1. (a|b)*aa(alb)*
erzeugt 7alle Worter iiber {a, b}, die zwei aufeinanderfolgende a’'s enthalten.

2. (el((alblc)a(alblc)(alblc)(alblc)))
erzeugt 7alle Worter iiber {a, b, c}, die an viertletzter Stelle ein a haben sowie
das leere Wort.

3. ((0[1]2[3]4(5[6]7(8[9)[1(0[1]2[3[4]5|6]7[8|9)|(2(0[1]23))):
((011]2[34[5)(0[12[3|4[5]6]7[8]9))
erzeugt 7alle Worter tiber {:,0,1, ..., 9}, die Uhrzeiten im 24-Stunden-Format
entsprechen.



Beispiele fiir regulare Ausdriicke

Geben Sie reguldare Ausdriicke an, welche die folgenden Sprachen erzeugen.

1. alle Worter iiber {a, b}, die das Teilwort abba enthalten:
(alb)*abba(alb)*

2. alle Worter Uber {a, b}, die das Teilwort aba mindestens zweimal enthalten:
((alb)*aba(alb)*aba(alb)* | (a|b)*ababa(a|b)*)

3. alle Worter Ulber {a, b}, die das Teilwort aaa nicht enthalten:
(blablaab)*(elalaa)

4. alle Worter einer endlichen Sprache L = {wq, ..., wp} mit n > 1:
(W1| T |Wn)



Regeln zum Vereinfachen von regularen Ausdriicken

Kommutativitat:

(alB) = (Bla)
Neutrale Elemente:
(Ola) = (alf) = o
Absorption:

o =ah =10

Distributivitat:
a(Bly) = aBlay

Gesetze lber Kleene-Stern:

(@) =() (@)= ()" =¢



Sprache von regularen Ausdriicken

Theorem (Satz von Kleene)
Regulare Ausdriicke erzeugen genau die reguldren Sprachen.
Beweis

C Wir zeigen, dass die erzeugte Sprache eines reguldren Ausdrucks regular ist.

Wir konstruieren fiir einen regularen Ausdruck o einen NFA M, mit

e-Ubergingen und eindeutigen Start- und Endzustianden, sodass (M) = L(a).

WO O
M = —»O—5>©
M, = —>O—a>©
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Sprache von regularen Ausdriicken

Beweis (Fortsetzung)

040 =0=0
0 00 O

Seien

Maﬁ =
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Sprache von regularen Ausdriicken

Beweis (Fortsetzung)
Seien

Mg

& &
& &
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~O = O
~O = O

Mgy =




Sprache von regularen Ausdriicken

Beweis (Fortsetzung)

Sei
O = O
May- =
£
€
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Beispiel fiir den NFA zu einem regularen Ausdruck

Regularer Ausdruck:
(el(alb)*b(alb))

NFA mit e-Ubergingen:




Sprache von regularen Ausdriicken

Beweis (Fortsetzung)

Es bleibt zu zeigen, dass L (M) = L(«) fiir jeden reguldren Ausdruck o gilt. Da
L(My) regulér ist, heiBt es dann, dass /(o) auch regular ist.

Induktion tiber die GroBe von .

> Fall o ist (), € oder a: Offensichtlich.

» Fall a ist B: Die Induktionshypothese liefert L(Mg) = L(3) und L(M,) = L(7).
Die Konstruktion von Mg, sicherstellt, dass L(Mgy) = L(Mg)L(M,).
Daher L(Mgy) = L(Mg)L(My) = L(B)L(7) = L(5Y).

> Fall v ist (B|y): Die Induktionshypothese liefert L(Mp) = L(3) und L(My) = L(7y).
Die Konstruktion von Mg, sicherstellt, dass L(Mg)) = L(Mg) U L(M,).
Daher L(Mgy)) = L(Mg) U L(Mg) = L(B) U L(v) = L(Blv).

> Fall o ist (B)*: Die Induktionshypothese liefert L(Mg) = L(3).
Die Konstruktion von Mg)- sicherstellt, dass L(Mg)-) = L(Mp)*.
Daher L(Mg)-) = L(Mg)* = L(B)* = L((B)*).

O
1oy



Sprache von regularen Ausdriicken

Theorem (Satz von Kleene)

Regulare Ausdriicke erzeugen genau die regularen Sprachen.

Beweis (Fortsetzung)
O Fiir jede regulare Sprache [ gibt es einen reguldren Ausdruck a mit L(a) = L.
Sei DFA M = ({7, ..., Znt, 2, 0,21, E) mit L(M) = L.
Wir konstruieren fiir M/ einen reguldren Ausdruck o, sodass () = L(M) = L.

Hilfsmittel: af-‘j erzeugt die Worter, die von Zustand z; zu Zustand z; fiihren,
ohne dabei Zwischenzustande mit Index groBer als k zu nutzen.

Daher

(a?,jl| T |a’17d.m) falls E = {ZJ1 _____ ij}

_ {@ falls £ =)
a =



Sprache von regularen Ausdriicken

Beweis (Fortsetzung)

Zur Erinnerung: affj erzeugt die Worter, die von Zustand z; zu Zustand z;
flihren, ohne dabei Zwischenzustande mit Index groBer als k zu nutzen.

Wir miissen affj konstruieren. Sei {a1,...,aq} ={a€ X |d(z, a) = z}.
0 fallsi#jund g =0
o) =< (a1]--|ag) fallsi%jund g >0
(elai|---lag) fallsi=j
k41 . K | ok k K
Oé,f = (O‘/,j |ai,k+1(ak+1,k+l)*ak+l,j)

Denn entweder lauft M/ ohne Zustand z,41 zu besuchen (vgl. affj)
oder der , Lauf” kann in drei Teile gespalten werden:
1. ,Lauf" von z bis zum ersten Besuch des Zustands zx.1 (vgl. oszkﬂ)
2. mehrmaliges, zyklisches Besuchen von k +1 (vgl. o, . 1)
3. letztmaliges Verlassen von z;1 und , Lauf* bis zu z; (vgl. af ;).



Beispiel fiir den regularen Ausdruck zu einem DFA

DFA:

>

a

Regularer Ausdruck dazu:

af2 = (O‘%,2|O‘%,2(0‘%,2)*O‘%,2)

= ((ale(e)*a) | (ale(e)*a) (ela(e)*a)” (¢|a(e)*a))
aquivalent zu a(aa)* (durch Vereinfachung)

denn 1 0 |~0 0 0
Q1o = (a1'2|a1,1(a1,1)*a1'2) = (ale(e)*a)

O‘%,z = (agv2|a8’1(a%1)*a?2) = (ela(e)*a)

0 _ 0 _ 0 _ 0 _



Sprache von regularen Ausdriicken

Beweis (Fortsetzung)
Es bleibt zu zeigen, dass [ (o) = L(M).
Fir w € 2% und z;, z; mit g(z,-, w) = zj sei visiti(w) = q1, ..., gm die Folge der
besuchten Zustande (wobei g1 = z; und g, = z).

Wir definieren:

Lk = { we s | 0(zw) =z und visiti(w) = a1, ..., dm. }

sodass flir 1 </ < m: wenn q; = z, dann p < k

ij enthdlt die Worter, die von Zustand z; zu Zustand z; fiihren ohne dabei
Zwischenzustande mit Index groBer als k zu benutzen.

Mit Induktion iiber k konnen wir zeigen, dass L (o) = L[, fiir jedes
ij,ke{l, ..., n}. Siehe Skript.



Sprache von regularen Ausdriicken

Beweis (Fortsetzung)

Falls m=0, dann L(a) = L(0) =0 = L(M).
Falls m > 0, dann

L(a)
- L(Oé,f’h) U ctt U L(a’f’-}m)
—15, 0o,
— (W) 0



Anwendungen von regularen Ausdriicken

> Regulare Ausdriicke werden zur lexikalischen Analyse von Programmiersprachen
und Domain Specific Languages verwendet, aber auch fiir Textsuche und
-ersetzung in Texteditoren sowie in Befehlszeilenprogramm wie sed und AWK.

» Tools wie lex (fiir C/C++), ANTLR (fiir Java) und PLY (fiir Python) generieren
lexikalische Analyser (,, Lexer™) aus reguldren Ausdriicken.

» Moderne Programmiersprachen unterstiitzen regulare Ausdriicke entweder nativ
oder mithilfe einer Bibliothek.



Zusammenfassung der Formalismen fiir regulare Sprachen

Regulare Grammatiken Theorem 4.2.1
(= Reguldre Sprachen) DFAs

offens\cht\\Ch

Theorem 4.4.1

NFAs

Satz 4.6.7 Theorem 4.7.4

‘ NFAs mit e-Ubergingen

Satz 4.6.8

NFAs mit e-Ubergingen und

i i 5 [ Regulire Ausdriicke
eindeutigen ?tart und Theorem 4.7.4 | ~eg
Endzustanden

Kanten (—) zeigen Kodierungen.
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