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Formale Sprachen und Komplexitat

Klausurvorbereitung FSK-11-K

a) Wirbetrachten das EVENPCP-Problem, eine Variante von LPCP, bei der die Worter
auf den Spielsteinen gerade Linge haben miissen. Eine Instanz von EVENPCP
ist also eine endliche Folge von Paaren (x1,y1),...,(Xn, ¥xn) mit x;,y; € {w |
w € X* und |w| gerade} fiiri = 1,...,n. Beispielsweise ist (ab, aaba) ein erlaubter
Spielstein; (ab, aab) aber nicht.

Zeigen Sie durch Reduktion von PCP auf EVENPCP, dass EVENPCP unentscheid-
bar ist.

LOSUNGSVORSCHLAG:
Wir zeigen PCP < EVENPCP. Da PCP unentscheidbar ist, folgt daraus, dass
auch EVENPCP unentscheidbar ist.

Sei K = ((x1,¥1),--., (x4, yn)) eine Instanz von PCP mit Alphabet X. Wir
definieren fiir jedes Wort w = z;---z, mit z; € X das Wort f(w) =
2121 - - - ZpZp. Damit ist |f(w)| gerade. Definiere nun die EVENPCP-Instanz
f(K) = ((f(x1), f(y1)),---, (f(xn), f(yn))). Offensichtlich ist f total und
berechenbar. Auflerdem ist f kompatibel mit Konkatenation: f(u ov) =
f(u)o f(v) fur alle u, v € X*. Es gilt somit:

¢ Wenn K € PCP ist, dann hat K eine Losung iy, ..., i, mit x;, -- - x; =
Vi, - - - ¥i,- Dann ist auch

flxip) - fxi,) = fQx i) = fi o Yi) = fi) - f W)

und es ist also ij,...,i, eine Losung fir f(K), somit f(K) €
EVENPCP.

e Wenn f(K) € EVENPCP ist, dann hat f(K) eine Lésung iy, . .., i, mit
f(xiy) - f(xi,) = f(yi,) - - - f(yi, ). Wir definieren die Funktion g, die
aus einem Wort mit gerader Liange p jeden zweiten Buchstaben ent-
fernt: g(z12023 - - - zp_12p) = 2123 - - - Zp—1. Damit ist g linksinvers zu f,



d.h. ¢(f(w)) = w fiir alle w € X*. Es gilt also:

iy %, = 8(f (i o xi,)) = g (f (i) - f(3,)) =
§(fyi) - fWin)) = 8(f Wiy -+ ¥in)) = Yir -+ Yi,

Somit ist 7y, . .., iy, auch eine Losung fiir K und K € PCP.

b) Sei A = {w € {0,1}* | My, hilt bei Eingabe 36 mit Ausgabe 42 an}. Der folgende
Beweis zur Unentscheidbarkeit von A ist falsch. Lokalisieren Sie den Fehler und
begriinden Sie, wieso der Beweis falsch ist.

Beweis:
Wir zeigen Hy < A. Da Hy unentscheidbar ist, folgt daraus, dass auch A unent-
scheidbar ist.

Wir definieren die Reduktionsfunktion f : {0,1}* — {0,1}* wie folgt. Fiir w €
{0,1}* berechnet f zunichst die Turingmaschine M,,, erstellt daraus eine Turing-
maschine T und berechnet anschlieffend deren Bindrcodierung wr. Dabei verhalt
sich T wie folgt:

¢ Priife, ob auf dem Band die Zahl 36 (in Bindrdarstellung) steht. Falls nein,
gehe in eine Endlosschleife tiber.

e Fiuhre M, aus.

¢ Falls M,, anhailt, schreibe die Zahl 42 (in Bindrdarstellung) auf das Band und
akzeptiere.

Die Funktion f ist offensichtlich total. Sie ist auch berechenbar, da T konstruierbar
ist. Weiterhin gilt:

w € Hy
g.d.w. M, hilt auf leerem Band
g.d.w. Mg, hilt fir Eingabe 36 mit Ausgabe 42
gdw. f(w)eA

Somit ist f eine valide Reduktionsfunktion und Hy < A.

LOSUNGSVORSCHLAG:

Die von f fiir w konstruierte Turingmaschine 16scht nicht das Band, bevor
sie My, ausfiihrt. Somit testet sie nicht, ob M, auf dem leeren Band hilt.
Die Aussage , My, hdlt auf dem leeren Band g.d.w. M¢(,,) fiir Eingabe 36 mit
Ausgabe 42 halt” ist also falsch.
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