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Ubung 10 zur Vorlesung
Formale Sprachen und Komplexitat

Hinweis:

Die letzte Aufgabe auf diesem Blatt ist eine Aufgabe zur Klausurvorbereitung| Diese
Aufgabe orientiert sich in Form und inhaltlichen Schwerpunkten an den Klausurauf-
gaben. Dies bedeutet jedoch nicht, dass die anderen Aufgaben nicht klausurrelevant
sind.

Die Losungen der Klausurvorbereitungs-Aufgaben werden am Ende der Beabeitungs-
zeit gesondert veroffentlicht, aber nicht im Tutorium besprochen. Die Losungen der
anderen Aufgaben werden bereits zu Beginn der Bearbeitungszeit verdffentlicht und
konnen Ihnen bei der Bearbeitung helfen.

Wenn Sie Thre Losung innerhalb der Bearbeitungszeit {iber Moodle abgeben, erhalten
Sie eine individuelle Korrektur. Die Abgabe ist freiwillig (aber nachdriicklich empfoh-
len).

FSK10-1 PCP-Varianten

a) Wir betrachten das PCP4-Problem, eine Variante von PCP, bei der die Spielsteine
aus vier Wortern bestenen. Eine Instanz von PCP4 ist also eine endliche Folge von
4-Tupeln (x1,y1,21,11), - -+, (Xn, Yn, Zn, un) mit x;,y;,z;,u; € 7 furi = 1,...,n.
Eine Losung der Instanz K ist dhnlich zu PCP eine endliche Folge von Indices
i1,...,im € IN, sodass x;, ---x;, = yi, - Vi, = Zi, " Zi,, = U;, ---u;, Sind die
folgenden Instanzen K;, K, von PCP4 16sbar? Wenn ja, geben Sie eine Losung (also
eine geeignete Folge von Indizes) an. Wenn nein, beweisen Sie, dass die Instanz
keine Losung hat.

[ bbe a cea abc
K = bca ab ca bee
cab | " |abb |’ | a || ccc
| bbca a | |ca bec
[ ¢ acb | [ beca b

K, = b baa caaa ba
bab |’ | aaa |"| b |"| b

| cc acba | | ¢ bab




b) Zeigen Sie durch Reduktion von PCP auf PCP4, dass PCP4 unentscheidbar ist.

c) Wir betrachten das 456PCP-Problem, eine Variante von PCP, bei der die ,Spiel-
steine” auf das Alphabet X = {4,5,6} beschrédnkt sind. Eine Instanz von 456PCP
ist also eine endliche Folge von Paaren (x1,y1), ..., (Xn, yx) mit x;,y; € {4,5,6}"
furi = 1,...,n. Eine Losung der Instanz K ist wie bei PCP eine endliche Folge
von Indices iy, ...,i, € IN,sodass x;, - - x;, = Yi, - Yi,-

Zeigen Sie durch Reduktion von PCP auf 456PCP, dass 456PCP unentscheidbar
ist.

d) Fiir Mengen X~ und A nennen wir eine Funktion f : * — A* einen Homomorphis-
mus (siehe auch Aufgabe FSK6-4), wenn gilt:

f(uov) = f(u)of(v) Vu,vekX”

Wir definieren das Problem HOMPCP. Eine Instanz dieses Problem ist ein 4-Tupel
(X,4,f,g), wobei £ und A endliche Mengen sind und f, g : £* — A* Homomor-
phismen. Eine Losung der Instanz ist ein Wort w € X7 sodass gilt: f(w) = g(w).

Wir betrachten auflerdem das LPCP-Problem, eine Variante von PCP, bei der die
,Spielsteine’ auch das leere Wort enthalten konnen. Eine Instanz von LPCP mit Al-
phabet X ist also eine endliche Folge von Paaren (x1,y1),..., (Xn, Yn) mit x;,y; €
Y* fir i = 1,...,n (wohingegen bei PCP gilt: x;,; € £7). Eine Losung der In-
stanz K ist wie bei PCP eine endliche Folge von Indices i7y,...,i, € IN sodass
Xi + o+ Xi, = Vi, * * Yi,- Das LPCP-Problem ist unentscheidbar.

1

Zeigen Sie durch Reduktion von LPCP auf HOMPCP, dass HOMPCP fiir |A| > 2
unentscheidbar ist.

FSK10-2 Entscheidbarkeit

Priifen Sie, ob die folgenden Behauptungen wahr oder falsch sind. Begriinden Sie Ih-
re Antworten wie folgt: Wenn eine Sprache L (semi-)entscheidbar ist, beschreiben Sie
die Funktionsweise einer deterministischen Turingmaschine, die die charakteristische
Funktion i, bzw. x| berechnet. Wenn L nicht (semi-)entscheidbar ist, leiten Sie einen
Widerspruch ab.

a) Wenn A und B entscheidbare Sprachen sind, dann ist A N B entscheidbar.
b) Wenn A und A U B entscheidbar sind, dann ist B entscheidbar.

¢) Das Problem, ob L(M) # @ fiir eine gegebene Turingmaschine M gilt, ist semi-
entscheidbar.



FSK10-3 Halteprobleme

a) Betrachten Sie die Sprache
Ly = {wm € {0,1}* | TM M halt fiir Eingabe 01}

wobei wy; das Encoding fiir M ist.

Welche der folgenden Aussagen ist korrekt? Beweisen Sie Ihre Antwort.

e [ ist entscheidbar.
e [, ist semi-entscheidbar, aber nicht entscheidbar.

e [, ist weder entscheidbar noch semi-entscheidbar.

Um zu zeigen, dass L; entscheidbar (bzw. semi-entscheidbar) ist, beschreiben Sie
kurz die Funktionsweise einer deterministischen Turingmaschine, die L; (semi-)
entscheidet. Um zu zeigen, dass L; nicht (semi-)entscheidbar ist, reduzieren Sie
ein geeignetes Problem auf L.

b) Zeigen Sie, dass das folgende Problem fiir jede deterministische Turingmaschine
M und natiirliche Zahl n entscheidbar ist.

,M hiélt auf jeder Eingabe nach hochstens n Schritten.”

FSK10-4 Algorithmen Wiederholung

a) Minimieren Sie den folgenden DFA. Verwenden Sie die tabellarische Variante des
Algorithmus zur Minimierung von DFAs aus der Vorlesung (nicht die graphische
Variante und nicht den Algorithmus von letztem Jahr). Geben Sie die Partitions-
tabelle und den minimalen DFA an.

(z0)—2

0




b) Sei G die Grammatik ({A1, Ay, As, Ay, As}, {$,#}, P, A1) mit

P = {A1 — A2A5 ’ A3A5,
Ay — AgAs | 8,
Az — ApAs,
Ay — §,
A5 — A5A1 ’ #}

Priifen Sie mit dem CYK-Algorithmus, ob das Wort $##$## in L(G) ist. Erstellen
Sie dazu die entsprechende Tabelle des Algorithmus und erkldren Sie anhand der
Tabelle, ob das Wort in L(G) ist.

Klausurvorbereitung FSK-10-K

a) Das Problem, ob L(M) # @ fiir eine gegebene Turingmaschine M gilt, ist unent-
scheidbar. Zeigen Sie die Unentscheidbarkeit, indem sie Hy darauf reduzieren.

b) Zeigen Sie, dass die Logarithmusfunktion
log: N? — N, log(x1,x0) = log, x

p-rekursiv ist. Beachten Sie, dass der Logarithmus fiir natiirliche Zahlen nicht
tiberall definiert ist. Es gilt:

log(x1,x2) =n <= x{ = x
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