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DPDAs und deterministisch kontextfreie Sprachen

» Deterministisch kontextfreie Sprachen sind definiert durch
deterministische Kellerautomaten mit Akzeptanz durch Endzustande.
(Akzeptanz durch leeren Keller ware schwacher.)

» c-Uberginge sind erlaubt, aber nur wenn es keinen anderen Ubergang
(mit demselben Kellersymbol und einem beliebigen Terminalzeichen) gibt.
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» Deterministisch kontextfreie Sprachen sind definiert durch
deterministische Kellerautomaten mit Akzeptanz durch Endzustande.
(Akzeptanz durch leeren Keller ware schwacher.)

» c-Uberginge sind erlaubt, aber nur wenn es keinen anderen Ubergang
(mit demselben Kellersymbol und einem beliebigen Terminalzeichen) gibt.

Definition
Ein Kellerautomat mit Endzustanden M = (Z, L, T, 9, zo, #, E) ist deterministisch
(ein DPDA) wenn fiir alle (z,a,A) € Z x £ x I gilt

160(z,a, A)|+16(z.€,A)| <1

Die von DPDAs akzeptierten Sprachen heiBen deterministisch kontextfrei.
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Beispiel fiir einen DPDA

Die Sprache {w$w | w € {a, b}*} ist deterministisch kontextfrei.




Beispiel fiir einen DPDA

Satz
Die Sprache {w$w | w € {a, b}*} ist deterministisch kontextfrei.

Beweis Betrachte den DPDA M = ({z9, z1, 2}, {a, b, $}, {#. A, B}, 0, 20, #.{z2})

mit
(20, a, #) = {(20, A#)} 0(20. %, #) = {(z1. #)}
(20, b, #) = {(20, B#)} 6(20,%, A) = {(21, A)}
6(20,a, A) = {(20, AA)} 6(20,%, B) = {(z1, B)}
6(z0, b, A) = {(20, BA)} 6(z1,aA) ={(z1,€)}
(20, a,B) = {(20.AB)} 6(z1, b, B) ={(z1,€)}
6(20, b, B) = {(20. BB)} 0(z1. € #) = {(22.€)}
und 6(z;, ¢, C) = 0 sonst (fir c € {a, b, $,€}). O
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Beispiel fiir einen DPDA

Satz
Die Sprache {w$w | w € {a, b}*} ist deterministisch kontextfrei.

Beweis Betrachte den DPDA M = ({z9, z1, 2}, {a, b, $}, {#. A, B}, 0, 20, #.{z2})

mit
(20, a, #) = {(20, A#)} 0(20. %, #) = {(z1. #)}
(20, b, #) = {(20, B#)} 6(20,%, A) = {(21, A)}
6(20,a, A) = {(20, AA)} 6(20,%, B) = {(z1, B)}
6(z0, b, A) = {(20, BA)} 6(z1,aA) ={(z1,€)}
(20, a,B) = {(20.AB)} 6(z1, b, B) ={(z1,€)}
6(20, b, B) = {(20. BB)} 0(z1. € #) = {(22.€)}
und 6(z;, ¢, C) = 0 sonst (fir c € {a, b, $,€}). O

Beachte: {ww | w € {a, b}*} ist nicht deterministisch kontextfrei aber kontextfrei.
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Beispiel fiir einen DPDA

(#.a) - A%, (#.b): B#.
(A a): AA, (A b): BA,
(B.a): AB, (B,b):BB

(#.%):#, (A$):A (BS9):B

20
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Weiteres Beispiel fiir einen DPDA

Die Sprache {a'b' | i € Nsg} ist deterministisch kontextfrei.




Weiteres Beispiel fiir einen DPDA

Satz
Die Sprache {a'b' | i € Nsg} ist deterministisch kontextfrei.

Beweis: Betrachte den DPDA M = ({20, z1, 22}, {a, b}, {#, B}, 6, z0, #.,{22}) mit

0(z0, a, #) = {(20, B#)}
6(20,a,B) = {(20., BB)}
6(z0, b, B) = {(z1,¢€)}
6(z1. b, B) = {(z1,€)}
0(z1.e,#) ={(z.€)}
und 6(z;, ¢, A) = 0 sonst (fir c € {a, b, e}). H



Weiteres Beispiel fiir einen DPDA

(#.a)  B#, (B.a): BB

(Bb)s»& (#e)e‘
—»{ 2
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Eigenschaften determinischer kontextfreier Sprachen

Theorem

1. Fiir deterministisch kontextfreie Sprachen gibt es eindeutige Grammatiken.

2. Deterministisch kontextfreie Sprachen sind unter Komplementbildung
abgeschlossen.
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Eigenschaften determinischer kontextfreier Sprachen

Theorem

1. Fiir deterministisch kontextfreie Sprachen gibt es eindeutige Grammatiken.

2. Deterministisch kontextfreie Sprachen sind unter Komplementbildung
abgeschlossen.

Beweis Siehe Literatur. O
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Weitere Eigenschaften determinischer kontextfreier Sprachen

Satz

Die deterministischen kontextfreien Sprachen sind nicht abgeschlossen beziiglich
Vereinigung und Schnitt.

Beweis

» Schnitt: Die Sprachen L1 = {a"b"c™ | n,m € Nyg} und
Lo ={a"b"c™ | n,m € Nso} sind deterministisch kontextfrei.
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Weitere Eigenschaften determinischer kontextfreier Sprachen

Satz

Die deterministischen kontextfreien Sprachen sind nicht abgeschlossen beziiglich
Vereinigung und Schnitt.

Beweis

» Schnitt: Die Sprachen L1 = {a"b"c™ | n,m € Nyg} und
Lo ={a"b"c™ | n,m € Nso} sind deterministisch kontextfrei.
LinLy,={a"h"c" | n € Nsp} ist nicht kontextfrei.
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Weitere Eigenschaften determinischer kontextfreier Sprachen

Satz

Die deterministischen kontextfreien Sprachen sind nicht abgeschlossen beziiglich
Vereinigung und Schnitt.

Beweis

» Vereinigung: Durch Widerspruch. Nehme an, die deterministischen kontextfreien
Sprachen sind abgeschlossen beziiglich Vereinigung.
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Weitere Eigenschaften determinischer kontextfreier Sprachen

Satz

Die deterministischen kontextfreien Sprachen sind nicht abgeschlossen beziiglich
Vereinigung und Schnitt.

Beweis
» Vereinigung: Durch Widerspruch. Nehme an, die deterministischen kontextfreien
Sprachen sind abgeschlossen beziiglich Vereinigung.

Da die deterministischen kontextfreien Sprachen auch abgeschlossen beziiglich
Komplement sind, folgt aus L1 N Lo = L1 U Ly, dass die deterministischen
kontextfreien Sprachen abgeschlossen beziiglich Schnitt sind. Widerspruch. ]
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Weitere Eigenschaften determinischer kontextfreier Sprachen

Der Schnitt einer kontextfreien Sprachen L mit einer regularen Sprache L’ ist
kontextfrei. Wenn L deterministisch kontextfrei ist, dann ist der Schnitt das auch.
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Weitere Eigenschaften determinischer kontextfreier Sprachen

Satz

Der Schnitt einer kontextfreien Sprachen L mit einer regularen Sprache L’ ist
kontextfrei. Wenn L deterministisch kontextfrei ist, dann ist der Schnitt das auch.

Beweis Sei M = (7,3, 1,0, z9, #, E) ein PDA mit Endzustanden mit L (M) = L und
M = (Z"3,0" 2}, E") ein DFA mit L(M’) = L’. Konstruiere PDA mit Endzustanden:
M' = (Zx Z' 5,1, 6" (20.2)). #, E x E') mit

» ((zxk,z,). B1---Bm) €6"((z;,2]), a,A) falls (z, B1--- By) € 6(z;,a,A) und
8'(Z],a) = z,

» ((zx,Z),B1---Bm) € 0"((zi. Z]). €, A) falls (zx, B1--- B) € 6(z;, €, A).
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Weitere Eigenschaften determinischer kontextfreier Sprachen

Satz

Der Schnitt einer kontextfreien Sprachen L mit einer regularen Sprache L’ ist
kontextfrei. Wenn L deterministisch kontextfrei ist, dann ist der Schnitt das auch.

Beweis Sei M = (7,3, 1,0, z9, #, E) ein PDA mit Endzustanden mit L (M) = L und
M = (Z"3,0" 2}, E") ein DFA mit L(M’) = L’. Konstruiere PDA mit Endzustanden:
M' = (Zx Z' 5,1, 6" (20.2)). #, E x E') mit

» ((zxk,z,). B1---Bm) €6"((z;,2]), a,A) falls (z, B1--- By) € 6(z;,a,A) und
8'(Z],a) = z,

» ((zx,Z),B1---Bm) € 0"((zi. Z]). €, A) falls (zx, B1--- B) € 6(z;, €, A).

1. L(M")y=L(M)nL(M"), denn M" simuliert M und M’ gleichzeitig, und
akzeptiert nur, wenn beide Automaten akzeptieren.
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Weitere Eigenschaften determinischer kontextfreier Sprachen

Satz
Der Schnitt einer kontextfreien Sprachen L mit einer regularen Sprache L’ ist
kontextfrei. Wenn L deterministisch kontextfrei ist, dann ist der Schnitt das auch.

Beweis Sei M = (7,3, 1,0, z9, #, E) ein PDA mit Endzustanden mit L (M) = L und
M = (Z"3,0" 2}, E") ein DFA mit L(M’) = L’. Konstruiere PDA mit Endzustanden:
M' = (Zx Z' 5,1, 6" (20.2)). #, E x E') mit

» ((zxk,z,). B1---Bm) €6"((z;,2]), a,A) falls (z, B1--- By) € 6(z;,a,A) und
8'(Z],a) = z,

» ((zx,Z),B1---Bm) € 0"((zi. Z]). €, A) falls (zx, B1--- B) € 6(z;, €, A).

1. L(M")y=L(M)nL(M"), denn M" simuliert M und M’ gleichzeitig, und
akzeptiert nur, wenn beide Automaten akzeptieren.

2. M" ist deterministisch, wenn M deterministisch ist. O
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Entscheidbarkeitsproblem determinischer kontextfreier Sprachen

Das Problem, ob eine deterministisch kontextfreie Sprache dquivalent zu einer
reguldaren Sprache ist, ist entscheidbar.
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Entscheidbarkeitsproblem determinischer kontextfreier Sprachen

Satz

Das Problem, ob eine deterministisch kontextfreie Sprache dquivalent zu einer
reguldaren Sprache ist, ist entscheidbar.

Beweis Sei L1 durch einen DPDA und L, durch einen DFA gegeben. Um zu zeigen,
dass L1 = L, reicht es zu zeigen, dass L1 C Lo und L> C ;.
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Entscheidbarkeitsproblem determinischer kontextfreier Sprachen

Satz
Das Problem, ob eine deterministisch kontextfreie Sprache dquivalent zu einer
reguldaren Sprache ist, ist entscheidbar.

Beweis Sei L1 durch einen DPDA und L, durch einen DFA gegeben. Um zu zeigen,
dass L1 = L, reicht es zu zeigen, dass L1 C Lo und L> C ;.

Dies entspricht L1 N Ly =0 und L1 N Ly = 0.
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Entscheidbarkeitsproblem determinischer kontextfreier Sprachen

Satz

Das Problem, ob eine deterministisch kontextfreie Sprache dquivalent zu einer
reguldaren Sprache ist, ist entscheidbar.

Beweis Sei L1 durch einen DPDA und L, durch einen DFA gegeben. Um zu zeigen,
dass L1 = L, reicht es zu zeigen, dass L1 C Lo und L> C ;.

Dies entspricht L1 N Ly =@ und L1 N Ly = 0.
Beides ist entscheidbar, da
» DPDAs und DFAs abgeschlossen unter Komplementbildung sind

» die Schnittbildung zwischen einem DPDA und einem DFA durch einen DPDA
konstruierbar ist

P das Leerheitsproblem fiir kontextfreie Grammatiken entscheidbar ist. ]
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