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Das Postsche Korrespondenzproblem

» Das Problem wurde vorgeschlagen von Emil Post 1946.
> Es ist ein einfaches aber unentscheidbares Problem.

» Es wird haufig verwendet, um es auf andere Probleme zu reduzieren und
deren Unentscheidbarkeit zu zeigen.

» Es hat nichts mit Turingmaschinen und deren Akzeptanzverhalten zu tun
(im Gegensatz zu den Varianten des Halteproblems).
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Definition des Postschen Korrespondenzproblems

Definition

Gegeben sei ein Alphabet ¥ und eine Folge von Wortpaaren

K=((x1,y1), - (k. k)

mit x;, yj € ¥ 1. Das Postsche Korrespondenzproblem (PCP) ist die Frage, ob es fiir
die gegebene Folge K eine nichtleere Folge von Indizes iy, ..., im mit i € {1,... k}
gibt, sodass

Xil o Xim - y/.l o .y/.m
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Definition des Postschen Korrespondenzproblems

Definition
Gegeben sei ein Alphabet ¥ und eine Folge von Wortpaaren

K= ((x1, 1), (X, YK))

mit x;, yj € ¥ 1. Das Postsche Korrespondenzproblem (PCP) ist die Frage, ob es fiir
die gegebene Folge K eine nichtleere Folge von Indizes iy, .. ., Im mit ;€ {1,..., k}
gibt, sodass

Xiy =+ X = Vit =~ Yim

Als formale Sprache:

PCP = {code(K) € &* | fir K= ((x1,y1), ..., (xx, Yx)) gibt es eine nichtleere Folge
von Indizes i1, . . ., im mit ;€ {1,..., k},
sodass xj, - Xi, = Vi, - Yin }
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PCP ist wie ein Domino-Spiel

Spielsteinarten: ([Xl] Ce [Xk]).
Y1 Yk

Gesucht ist eine Aneinanderreihung der Spielsteine, sodass oben wie unten dasselbe
Wort abgelesen werden kann. Dabei diirfen beliebig (aber endlich) viele Spielsteine
verwendet werden.
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PCP ist wie ein Domino-Spiel

Spielsteinarten: ([Xl] ..... [Xk]).
Y1 Yk

Gesucht ist eine Aneinanderreihung der Spielsteine, sodass oben wie unten dasselbe
Wort abgelesen werden kann. Dabei diirfen beliebig (aber endlich) viele Spielsteine
verwendet werden.

Beispiel:

seire= (L] 1] [])
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PCP ist wie ein Domino-Spiel

Spielsteinarten: ([Xl] ..... [Xk]).
Y1 Yk

Gesucht ist eine Aneinanderreihung der Spielsteine, sodass oben wie unten dasselbe
Wort abgelesen werden kann. Dabei diirfen beliebig (aber endlich) viele Spielsteine
verwendet werden.

Beispiel:

sere=([.n] 2] [22])

(1,2,3,2) ist eine Losung, da
a baa ab baa| = abaaabbaa
aba aa bb aa | = abaaabbaa
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Beispiel fiir PCP

serc=([an) [ 2] (2] 5]
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Beispiel fiir PCP

serc=([an) [ 2] (2] 5]

Die kiirzeste Losung benotigt 66 Wortpaare:

(2,1,3,1,1,2,4,2,1,3,1,3,1, 1,3, 1, 1
4,2,4,4,4,3,1,3,1,4,2,4,1,1,2, 4,1
4, 3).
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Unentscheidbarkeit des PCP

Der Beweis von H < PCP erfolgt in zwei Schritten:
1. MPCP < PCP
2. H < MPCP.
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Unentscheidbarkeit des PCP

Der Beweis von H < PCP erfolgt in zwei Schritten:
1. MPCP < PCP
2. H < MPCP.

MPCP ist das Modifizierte Postsche Korrespondenzproblem:
Zulassige Losungen missen mit dem Index 1 beginnen.
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Unentscheidbarkeit des PCP

Der Beweis von H < PCP erfolgt in zwei Schritten:
1. MPCP < PCP
2. H < MPCP.

MPCP ist das Modifizierte Postsche Korrespondenzproblem:
Zulassige Losungen missen mit dem Index 1 beginnen.

Damit folgt aus der Unentscheidbarkeit von H die Unentscheidbarkeit von MPCP und
damit die Unentscheidbarkeit des PCP.
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Modifiziertes PCP

Definition
Gegeben sei ein Alphabet ¥ und eine Folge von Wortpaaren
K=((x1,x1), - (XK ¥))

mit x;, y; € ¥ 1. Das modifizierte Postsche Korrespondenzproblem (MPCP) ist die
Frage, ob es fiir die gegebene Folge K eine nichtleere Folge von Indizes
i =10, ..., im mit ij € {1, ..., k} gibt, sodass

Xil..-Xirn :yil -..y//71
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Reduktion von MPCP auf PCP

MPCP < PCP.
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Reduktion von MPCP auf PCP

MPCP < PCP.

Beweis Gesucht ist ein totales und berechenbares f, sodass:
K ist MPCP-losbar g.d.w. f(K) PCP-losbar ist.
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Reduktion von MPCP auf PCP

MPCP < PCP.

Beweis Gesucht ist ein totales und berechenbares f, sodass:
K ist MPCP-losbar g.d.w. f(K) PCP-losbar ist.

Firw=ay---a, € X1 seien

W = #ar#actt - Hantt W= arFtacdt - Hadt W= FHaFFa# - #Han
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Reduktion von MPCP auf PCP

Lemma
MPCP < PCP.

Beweis Gesucht ist ein totales und berechenbares f, sodass:
K ist MPCP-losbar g.d.w. f(K) PCP-lésbar ist.

Firw=ay---a, € X1 seien

W = #ar#actt - Hantt W= arFtacdt - Hadt W= FHaFFa# - #Han
i X1 Xk _ X1 X1 Xk $
ser([a) L) =GBl il L)
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Beispiel fir MPCP

- (L D
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Beispiel fir MPCP

- (L D

(1,2,3,2) ist eine MPCP-L6sung:

ae] [ 2] [ [
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Beispiel fir MPCP

- (L D

(1,2,3,2) ist eine MPCP-L6sung:
a | [baa] [ab] [ baa
aba| | aa bb aa

F(K) = H#att a# | [b#afta# | [a#b# $
-\ | #a#b#a | |#a#tb#a| | #a#a | |#b#b]| |#$
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Beispiel fir MPCP

- (L D

(1,2,3,2) ist eine MPCP-L6sung:
a | [baa] [ab] [ baa
aba| | aa bb aa

F(K) = H#att a# | [b#afta# | [a#b# $
-\ | #a#b#a | | #a#b#a| | #a#a | |#b#b]| |#$])
(1,3,4,3,5) ist eine PCP-Losung:

Ha b#ta#tatt | [ a#tb#: | | b#a#a# $
#a#tb#a #a#a #b#b Ha#ta #$
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Beispiel fir MPCP

- (L D

(1,2,3,2) ist eine MPCP-L6sung:
a | [baa] [ab] [ baa
aba| | aa bb aa

F(K) = H#att a# | [b#afta# | [a#b# $
-\ | #a#b#a | | #a#b#a| | #a#a | |#b#b]| |#$])
(1,3,4,3,5) ist eine PCP-Losung:

Ha b#ta#tatt | [ a#tb#: | | b#a#a# $
#a#tb#a #a#a #b#b Ha#ta #$

Soist (1,3,4,3,5,1,3,4,3,5).
o/27




Reduktion von MPCP auf PCP

Beweis Gesucht ist ein totales und berechenbares f, sodass:
K ist MPCP-losbar g.d.w. f(K) PCP-lésbar ist.

Firw=ay---a, € X1 seien

W = #a1#actt - Handt W= arFtacdt - Hadt W= FHaFFa# - #Han

sar([5)[e)) = (G- B ) L))

Das Postsche Korrespondenzproblem 10/27 Unentscheidbarkeit



Reduktion von MPCP auf PCP

Beweis Gesucht ist ein totales und berechenbares f, sodass:
K ist MPCP-losbar g.d.w. f(K) PCP-lésbar ist.

Firw=ay---a, € X1 seien

W = #a1#actt - Handt W= arFtacdt - Hadt W= FHaFFa# - #Han

sar([5)[e)) = (G- B ) L))

= Wenn (1,1, ..., im) eine Losung fir K ist,
dannist (1, +1,..., im+1, k+2) eine Losung fiir f(K).
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Reduktion von MPCP auf PCP

Beweis Gesucht ist ein totales und berechenbares f, sodass:
K ist MPCP-losbar g.d.w. f(K) PCP-lésbar ist.

Firw=ay---a, € X1 seien

W = #a1#actt - Handt W= arFtacdt - Hadt W= FHaFFa# - #Han

sar([5)[e)) = (G- B ) L))

= Wenn (1,1, ..., im) eine Losung fir K ist,
dannist (1, +1,..., im+1, k+2) eine Losung fiir f(K).
<= Wenn (i, ..., im) eine Losung fiir f(K) ist,

dann muss 7 = 1 und k + 2 muss in der Losung vorkommen.
Sei £ der kleinste Index mit j, = k + 2.
Dannist (1,» —1,..., lp—1 — 1) eine Losung fiir K. O
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Reduktion von H auf MPCP

H < MPCP.
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Reduktion von H auf MPCP

H < MPCP.

Beweis Seien w eine Turingmaschinenbeschreibung und x eine Eingabe.
Gesucht ist ein totales und berechenbares f, sodass:
die DTM M, auf Eingabe x anhadlt g.d.w. f(w#x) MPCP-losbar ist.
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Reduktion von H auf MPCP

Lemma
H < MPCP.
Beweis Seien w eine Turingmaschinenbeschreibung und x eine Eingabe.

Gesucht ist ein totales und berechenbares f, sodass:
die DTM M, auf Eingabe x anhidlt g.d.w. f(w#x) MPCP-lsbar ist.

Sei My, = (Z,%,T,6, 20,0, E).
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Reduktion von H auf MPCP

Lemma
H < MPCP.
Beweis Seien w eine Turingmaschinenbeschreibung und x eine Eingabe.

Gesucht ist ein totales und berechenbares f, sodass:
die DTM M, auf Eingabe x anhidlt g.d.w. f(w#x) MPCP-lsbar ist.

Sei M, =(Z,%,1,6,2,0,E).
Als Alphabet fiir das MPCP nehmen wir ' U Z U {#}.
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Reduktion von H auf MPCP

Lemma
H < MPCP.
Beweis Seien w eine Turingmaschinenbeschreibung und x eine Eingabe.

Gesucht ist ein totales und berechenbares f, sodass:
die DTM M, auf Eingabe x anhidlt g.d.w. f(w#x) MPCP-lsbar ist.

Sei M, =(Z,%,T,6,2,0,E).
Als Alphabet fiir das MPCP nehmen wir ' U Z U {#}.
Grundgedanke: Lésungen des MPCP simulieren Ubergangsfolgen der DTM.
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Reduktion von H auf MPCP

Lemma
H < MPCP.

Beweis Seien w eine Turingmaschinenbeschreibung und x eine Eingabe.
Gesucht ist ein totales und berechenbares f, sodass:
die DTM M, auf Eingabe x anhidlt g.d.w. f(w#x) MPCP-lsbar ist.

Sei M, =(Z,%,T,6,2,0,E).
Als Alphabet fiir das MPCP nehmen wir ' U Z U {#}.
Grundgedanke: Lésungen des MPCP simulieren Ubergangsfolgen der DTM.

. . .. . X1 #
Das erste Wortpaar (mit dem jede Losung anfangen muss) ist = .
paar ( ] 9 g ) { " ] [ 20wt ]
Weitere Paare lassen sich in Gruppen von , Regeln aufteilen:

Kopierregeln, Ubergangsregeln, Loschregeln, Abschlussregeln.

Das Postsche Korrespondenzproblem 11/27 PCP  Unentscheidbarkeit arianten




Die Kopierregeln

> [z} fur alle a € T U {#}
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Die Ubergangsregeln

> [ ZZ,CZ ] falls 6(z,a) = (Z/, ¢, N)
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Die Ubergangsregeln

> [ zZ’ac ] falls 6(z,a) = (Z/, ¢, N)

> [ Czj, ] falls 0(z,a) = (Z/, ¢, R)
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Die Ubergangsregeln

zZa . /
> e ] falls 6(z,a) = (Z/, ¢, N)

zZa _ /
> o ] falls 6(z,a) = (7, ¢, R)

[ bza
> — (5 .
| Z'bc ] falls 6(z,a) = (z/,c, L) furalle b€ T
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Die Ubergangsregeln

> Z,ac ] falls 6(z,a) = (Z/, ¢, N)
[ za _ (!
> o ] falls §(z,a) = (Z/, ¢, R)
[ bza _ / i
> | Z'be } falls 6(z,a) = (Z/,c, L) firalle be
> _ ##;fmac falls 6(z,a) = (Z/,c, L)
[ ZF# R
> | se# ] falls 6(z,0) = (Z/, ¢, N)
> | z# falls §(z,0) = (Z/, ¢, R)
| cZ'# ' Y
[ bz# L .
> | Zbes } falls 6(z,0) = (Z/,c, L) furalle be T
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Die Loschregeln

> [aZe]fUraneaer,zeeE

Ze

Zea | ..
>[Ze ]furalleael’,zeEE
e
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Die Abschlussregeln

ZeHH
> [ :

] fir alle ze € E
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Beispiel fiir die Reduktion von H auf MPCP

zoabck dzibct dezc b def 30+ def z.O
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Beispiel fiir die Reduktion von H auf MPCP

zoabck dzibct dezc b def 30+ def z.O

T I e E B
Tk

O

S B EVE ] B (e B ] B




Reduktion von H auf MPCP

Beweis (Fortsetzung)

Wir miissen zeigen:
die DTM M, auf Eingabe x anhalt g.d.w. f(w#x) genau dann MPCP-Iosbar ist.

= Wenn M,, einen akzeptierenden Lauf hat, dann gibt es eine Folge

KoFKikF-o FK,

wobei Ko = zgx und K,, = uzev fiir ein z, € E.
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Reduktion von H auf MPCP

Beweis (Fortsetzung)
Wir miissen zeigen:
die DTM M, auf Eingabe x anhalt g.d.w. f(w#x) genau dann MPCP-Iosbar ist.

= Wenn M,, einen akzeptierenden Lauf hat, dann gibt es eine Folge
Kok Kik-- B K,

wobei Ko = zgx und K,, = uzev fiir ein z, € E.
Dann hat das MPCP eine Losung, die oben und unten das Wort

#RoF#FK1F# - FFKnF K17 - - K

erzeugt, wobei K, = ze und jedes K; mit i € {n+1, ..., m} jeweils
aus K;_1 entsteht durch Loschen eines der benachbarten Zeichen von z. in
u'zev' entsteht.
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Reduktion von H auf MPCP

Beweis (Fortsetzung)

Die obere Folge hinkt der unteren um eine Konfiguration hinterher:

#HRIH#KoFf - - Kt
#FRKIH Kot - - KA K1 7
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Reduktion von H auf MPCP

Beweis (Fortsetzung)

Die obere Folge hinkt der unteren um eine Konfiguration hinterher:

#HRIFKA - #KiFH#
#HFRIFKA - H#KFHK 1 #

Verlangerung bis K:
1. Wende Kopierregeln an bis in die Nahe des Zustands.
2. Wende Ubergangsregeln an.
3. Wende Kopierregeln an zum Vervollstandigen
Verlangerung ab Kj:

1. Loschregeln anwenden, um die Symbole auf dem Band zu |6schen.
2. Wenn in unterer Folge z.# steht, dann Abschlussregel anwenden.
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Umgekehrte Richtung

Beweis (Fortsetzung)

<= Jede Losung fiir das MPCP (welches ja mit dem ersten Spielstein beginnen
muss) erzeugt einen akzeptierende Lauf, der bezeugt, dass die Turingmaschine
bei Eingabe x halt.
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Umgekehrte Richtung

Beweis (Fortsetzung)

<= Jede Losung fiir das MPCP (welches ja mit dem ersten Spielstein beginnen
muss) erzeugt einen akzeptierende Lauf, der bezeugt, dass die Turingmaschine
bei Eingabe x halt.

Wegen der Kopienregeln konnen MPCP-L&sungen Wiederholungen von der Form
#K#K# enthalten. Diese kdnnen vereinfacht werden, um einen Lauf zu
erhalten.
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Umgekehrte Richtung

Beweis (Fortsetzung)

<= Jede Losung fiir das MPCP (welches ja mit dem ersten Spielstein beginnen
muss) erzeugt einen akzeptierende Lauf, der bezeugt, dass die Turingmaschine
bei Eingabe x halt.

Wegen der Kopienregeln konnen MPCP-L&sungen Wiederholungen von der Form
#K#K# enthalten. Diese kdnnen vereinfacht werden, um einen Lauf zu
erhalten.

Eine MPCP-L6sung kann auch mehreren Laufen hintereinander entsprechen.
Dann betrachten wir nur den ersten Lauf.
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Umgekehrte Richtung

Beweis (Fortsetzung)

<= Jede Losung fiir das MPCP (welches ja mit dem ersten Spielstein beginnen
muss) erzeugt einen akzeptierende Lauf, der bezeugt, dass die Turingmaschine
bei Eingabe x halt.

Wegen der Kopienregeln konnen MPCP-L&sungen Wiederholungen von der Form
#K#K# enthalten. Diese kdnnen vereinfacht werden, um einen Lauf zu
erhalten.

Eine MPCP-L6sung kann auch mehreren Laufen hintereinander entsprechen.
Dann betrachten wir nur den ersten Lauf.

SchlieBlich priifen wir, dass f total und berechenbar ist. ]
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Unentscheidbarkeit PCP und MPCP

Das Postsche Korrespondenzproblem (sowie das modifizierte Postsche
Korrespondenzproblem) ist unentscheidbar.
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Unentscheidbarkeit PCP und MPCP

Satz

Das Postsche Korrespondenzproblem (sowie das modifizierte Postsche
Korrespondenzproblem) ist unentscheidbar.

Beweis Da H unentscheidbar ist und H < MPCP < PCP gilt, folgt, dass MPCP und
PCP unentscheidbar sind. ]
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PCP fir binare Alphabete

Das Postsche Korrespondenzproblem iiber dem Alphabet © mit |X| = 2 (01-PCP) ist
unentscheidbar.




PCP fir binare Alphabete

Das Postsche Korrespondenzproblem iiber dem Alphabet © mit |X| = 2 (01-PCP) ist
unentscheidbar.

Beweis Wir reduzieren PCP auf 01-PCP.




PCP fir binare Alphabete

Lemma

Das Postsche Korrespondenzproblem iiber dem Alphabet © mit |X| = 2 (01-PCP) ist
unentscheidbar.

Beweis Wir reduzieren PCP auf 01-PCP.
Sei K = ((x1,%1), .-, (X, ¥k)) eine Instanz des PCP iiber dem Alphabet {a1, ..., aj}.



PCP fir binare Alphabete

Lemma

Das Postsche Korrespondenzproblem iiber dem Alphabet © mit |X| = 2 (01-PCP) ist
unentscheidbar.

Beweis Wir reduzieren PCP auf 01-PCP.

Sei K = ((x1,%1), .-, (X, ¥k)) eine Instanz des PCP iiber dem Alphabet {a1, ..., aj}.
O.B.d.A.sei ¥ ={0,1}.



PCP fir binare Alphabete

Lemma

Das Postsche Korrespondenzproblem iiber dem Alphabet © mit |X| = 2 (01-PCP) ist
unentscheidbar.

Beweis Wir reduzieren PCP auf 01-PCP.

Sei K = ((x1,%1), .-, (X, ¥k)) eine Instanz des PCP iiber dem Alphabet {a1, ..., aj}.
O.B.d.A.sei ¥ ={0,1}.

Sei f(a;) = 10,

f(e) =¢, f(ajw) = f(a;)f(w) und

F(K) = (f(x1). f(»1)). -, (F (). F(yi))-
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PCP fir binare Alphabete

Lemma

Das Postsche Korrespondenzproblem iiber dem Alphabet © mit |X| = 2 (01-PCP) ist
unentscheidbar.

Beweis Wir reduzieren PCP auf 01-PCP.

Sei K = ((x1,%1), .-, (X, ¥k)) eine Instanz des PCP iiber dem Alphabet {a1, ..., aj}.
0.B.d.A. sei © = {0, 1}.

Sei f(a;) = 10,

f(e) =¢, f(ajw) = f(a;)f(w) und

fF(K)=(f(xa), fy1)), -, (F (%), (k).

Dann gilt: /1, ..., In ist eine PCP-Losung fiir K g.d.w. i1, ..., In eine 01-PCP-Losung
fiir £(K) ist.
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PCP fir binare Alphabete

Lemma

Das Postsche Korrespondenzproblem iiber dem Alphabet © mit |X| = 2 (01-PCP) ist
unentscheidbar.

Beweis Wir reduzieren PCP auf 01-PCP.

Sei K = ((x1,%1), .-, (X, ¥k)) eine Instanz des PCP iiber dem Alphabet {a1, ..., aj}.
O.B.d.A.sei ¥ ={0,1}.

Sei f(a;) = 10,

f(e) =¢, f(ajw) = f(a;)f(w) und

F(K) = (f(x1). f(»1)). -, (F (). F(yi))-

Dann gilt: /1, ..., In ist eine PCP-Losung fiir K g.d.w. i1, ..., In eine 01-PCP-Losung
fiir F(K) ist.

SchlieBlich ist f total und berechenbar. O
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Beispiel fir 01-PCP

s = (1700 ] i) [ 22)
aiai azapai dxdas




Beispiel fir 01-PCP

s = (1700 ] i) [ 22)
aiai azapai dxdas

(2,1,3,1) ist eine PCP-L6sung:

as dpdidl diaz dpdidl
dzdpdl didi azaz didi




Beispiel fir 01-PCP
(o T 2]
aiai || azasar |’ | aras
(2,1,3,1) ist eine PCP-L6sung:

as dpdidl diaz dpdidl
dzdpdl didi azaz didi

FK) = 1001010 1000 10100
a 1010 || 100010010 | " | 100100




Beispiel fir 01-PCP

s = (1700 ] i) [ 22)
aiai azapai dxdas

(2,1,3,1) ist eine PCP-L6sung:
as dpdiadl diap dpdial
dszdpdi di1dl dpdp didl

FIK) = 1001010 1000 10100
a 1010 || 100010010 | " | 100100

(2,1,3,1) ist eine 01-PCP-L6sung:

1000 1001010 10100 1001010
100010010 1010 100100 1010



PCP flir unare Alphabete
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Das PCP fiir unare Alphabete ist entscheidbar.

n
Beweis Alle Wortpaare sind von der Form [ jm ]
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PCP flir unare Alphabete

Lemma
Das PCP fiir unare Alphabete ist entscheidbar.

. . a"
Beweis Alle Wortpaare sind von der Form [ om } :

Wenn |x;| < |y;| fur alle (x;, y;) gilt, dann gibt es keine L&sung.

Wenn |x;| > |y;| fiir alle (x;, y;) gilt, dann gibt es keine Losung.

Wenn (x;, yi) = (a", a™*") und (x;, y;) = (a™*%,a™) mit s, r >0,

dann ist das PCP immer I6sbar.

Die Losung ist i,....i,j,...,j, denn oben as"t"(m+s) ynd unten as(n+r+rm,
—— ——

) s-mal r-mal )
Daher oben wie unten sn+ rm+ rs viele a's. O

Das Postsche Korrespondenzproblem 23/27 PCP Unentscheidbarkeit Varianten



Beispiel fiir PCP mit unarem Alphabet

sei = ([,0a] [ )



Beispiel fiir PCP mit unarem Alphabet

sei = ([,0a] [ )

(1,1,2,2,2) ist eine Losung:

Laoeo) L) 5 [0 155



Anzahl k der Spielsteinarten beschranken

PCP mit k vielen verschiedenen Spielsteinarten:
> k=1 und k = 2: als entscheidbar gezeigt 1982
> k > 5: als unentscheidbar gezeigt 2015
» k =3 und k =4: unbekannt.



Semi-Entscheidbarkeit des PCP

PCP ist semi-entscheidbar:
1. Probiere alle Folgen von i Wortpaaren aus.
2. Lasse i wachsen.

Diese Prozedur findet eine Losung, wenn eine existiert, in endlich vielen Schritten,
aber terminiert nicht, wenn keine Losung existiert.
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Universelle Turingmaschine

Da H < PCP folgt auch, dass H semi-entscheidbar ist.

D.h. es gibt eine DTM, die sich bei Eingabe w#x so verhalt wie M,, auf Eingabe x
was das Halten betrifft.

Ferner: Es gibt eine DTM U, die sich bei Eingabe w#x so verhalt wie M, auf
Eingabe x.
U nennt man eine universelle Turingmaschine:

» U verhalt sich wie ein Interpreter fiir Turingmaschinen.

» U wird durch die Eingabe w programmiert und x ist dann die eigentliche Eingabe
fiir das Programm.
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