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G reed y -A lg o rithm en

Geeignet, w enn Lö sung M enge v o n O b jek ten

I Lö sung w ird schrittw eise aufgeb aut

I in jedem S chritt w ird ein Elem ent aufgeno m m en

I Greedy -S trategie: w ähle in jedem S chritt so , dass P ro fi t
m ax im iert w ird.

Liefert o p tim ale Lö sung, w enn M atro id-struk tur

In anderen Fällen: ap p ro x im ativ e Lö sung.



Approximations-

algorithmen
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D a s S p a n n ba u m -P ro blem

Für G = (V , E ) ist T ⊆ E ein S p annb aum , w enn
(V , T ) zusam m enhängend und azy k lisch ist.

Minimum Spanning Tree

Instanz : zusam m enhängender Grap h G = (V , E ),
K antengew ichte w : E → N

Lö sung: S p annb aum T ⊆ E

M aß : Gesam tgew icht
∑

e∈T

w(e)
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E in k la ssischer G reed y -A lg o rithm u s

S a tz

Minimum Spanning Tree ist in PO.

D ies zeigt b eisp ielsw eise der Greedy -A lgo rithm us v o n K rusk al:

so rtiere E = {e1, . . . , em} so dass w(e1) ≤ w(e2) ≤ . . . ≤ w(en)

T := ∅
for i = 1 to n do

let ei = {xi , yi }

if xi in T nicht m it yi v erb unden
then T := T ∪ {ei }
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D a s R u ck sa ck p ro blem

Max imum K napsac k

Instanz : M enge X = {x1, . . . , xn},
für jedes xi ∈ X : Gew icht ai ∈ N

Wert pi ∈ N

K ap az ität b ∈ N

Lö sung: T eilm enge Y ⊆ X m it
∑

xi∈Y

ai ≤ b

M aß : Gesam tw ert
∑

xi∈Y

pi
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G reed y A lg o rithm u s fü r Max imum K napsac k

A lgo rithm us Greed y K napsack :

input X ,~p,~a, b

so rtiere X so dass
p1

a1

≥
p2

a2

≥ · · · ≥
pn

an

Y := ∅
for i := 1 to n do

if ai ≤ b then

Y := Y ∪ {xi }

b := b − ai

return Y
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A n a ly se v o n Greedy Knapsack

S a tz

Für jed es k ∈ N g ibt es Instanzen vo n Max imum K napsac k mit:

ist mG reed y d er Wert d er L ö sung , d ie Greed y K napsack fi nd et,

und m∗ d er o ptimale Wert, so g ilt: m∗ ≥ k · mG reed y .

B ew eis: B etrachte die Instanz m it

I X = {x1, . . . , xn+1}

I pi = ai = 1 für i ≤ n

I an+1 = b = kn + 1

I pn+1 = b − 1

D ann ist m∗ = b − 1 = kn,
ab er mG reed y = n.
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V erbesserter A lg o rithm u s fü r Max imum

K napsac k

S ei µ dasjenige i m it pi = m ax {pj , j ≤ n}.

A lgo rithm us:

B erechne Lö sung Y m it Greed y K napsack

if m(Y ) < pµ

then Y := {xµ}

return Y

S a tz

Sei mA(x) d er Wert d er vo m Alg o rith mus berech neten L ö sung .

Dann g ilt: m∗(x) < 2mA(x).
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G reed y A lg o rithm u s fü r H a n d lu n g sreisen d e

A lgo rithm us Nearest Neig h bo r :

Wäh le ci1 beliebig

Für 1 ≤ k ≤ n − 1:

wäh le als cik+1
ein cj /∈ {ci1 , . . . , cik }

mit D(cik , cj) minimal.

Minimum Met ric Trav el ing Salesperso n:

S p ez ialfall v o n Minimum Trav el ing Salesperso n, w o gilt:

S y m m etrie: D(i , j) = D(j , i)

D reiec k sungleichung: D(i , j) ≤ D(i , k) + D(k , j)
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P erfo rm a n ce v o n N earest N eig h b o r

Lem m a: S ei x eine Instanz v o n Minimum Met ric Trav el ing

Salesperso n, und ` : {c1, . . . , cn} → Q m it

D(i , j) ≥ m in(`(ci ), `(cj)) für alle ci 6= cj

`(ci ) ≤
1

2
m∗(x) für alle ci

D ann gilt:

n∑

i=1

`(ci ) ≤
1

2
(dlo g ne + 1)m∗(x) .

S a tz

Sei mNN(x) d ie L äng e d er vo m Alg o rith mus Nearest Neig h bo r

g efund enen To ur. Dann g ilt:

mNN(x) ≤
1

2
(dlo g ne + 1) · m∗(x) .
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S eq u en tielle A lg o rithm en

Geeignet für P artitio nierungsp ro b lem e:

I Lö sung ist P artitio n einer gegeb enen M enge.

S eq uentieller A lgo rithm us:

I so rtiert M enge X = {x1, . . . , xn}

I b aut P artitio n P seq uentiell auf:

P :=
{
{x1}

}

for i := 2 to n

falls xi zu einem p ∈ P zugefügt w erden kann
P := P \

{
p
}
∪

{
p ∪ {xi }

}

so nst
P := P ∪

{
{xi }

}
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E infü hru ng

G ru nd lagen

M ethod en zu m

E ntw u rf

G reed y

S eq u entielle
Algorithmen

L okale S u che

L ineare
P rogrammieru ng

D ynamische
P rogrammieru ng

Approximationsk lassen

E in S ched u lin g -P ro blem

Minimum Sc h ed ul ing o n Id ent ic al Mac h ines

Instanz : M enge T = {t1, . . . , tn} v o n A ufträgen,

für jedes ti ∈ T : D auer `i ∈ N

A nzahl p ∈ N v o n P ro zesso ren

Lö sung: schedule: Funk tio n f : T → {1, . . . , p}

M aß : m ak esp an: m ax
1≤i≤p

∑

f (tj)=i

`j
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L ist S ched u lin g

Finish tim e: Ai (j) :=
∑

k≤j
f (tk)=i

`k

A lgo rithm us L ist Sch ed uling :

for j := 1 to n do

assign tj to processor i with Ai (j − 1) minimal

S a tz

Für jed e Instanz x fi nd et L ist Sch ed uling eine L ö sung

mit makespan mL S (x), so d ass

mL S (x) ≤ (2 −
1

p
) · m∗(x) .
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V erbesserter A lg o rithm u s

R egel L PT (larg est pro cessing time):

So rtiere T so d ass `1 ≥ `2 ≥ . . . ≥ `n,

d ann L ist Sch ed uling .

S a tz

Für jed e Instanz x liefert L PT eine L ö sung

mit makespan mL P T(x) so d ass

mL P T(x) ≤ (
4

3
−

1

3p
) · m∗(x) .
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E in P a ck u n g sp ro blem

Minimum B in P ac k ing

Instanz : M ultim enge {a1, . . . , an} ⊂ Q m it 0 < ai ≤ 1.

Lö sung: P artitio n B1, . . . , Bk v o n A

m it
∑

ai∈Bj

ai ≤ 1 für alle j .

M aß : A nzahl der B lö c k e k
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E in fa cher seq u en tieller A lg o rithm u s fü r B in

P ac k ing

A lgo rithm us Next Fit

k := 1 ; B1 := ∅
for i := 1 to n do

if ΣBk + ai ≤ 1
then Bk := Bk ∪ {ai }

else k := k + 1 ; Bk := {ai }

S a tz

Für alle Instanzen x ist

mNext F it(x) ≤ 2m∗(x)
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E tw a s besserer A lg o rithm u s

A lgo rithm us First Fit

k := 1 ; B1 := ∅
for i := 1 to n do

flag := true

for j := 1 to k do

if ΣBj + ai ≤ 1 and flag

then Bj := Bj ∪ {ai } ; flag := false

if flag then k := k + 1 ; Bk := {ai }

S a tz

Für alle Instanzen x ist

mF irst F it(x) ≤ 1.7m∗(x) + 2
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V erbesseru n g d u rch S o rtieren

A lgo rithm us First Fit Decreasing

S o rtiere A so dass a1 ≥ a2 ≥ . . . ≥ an,
dann w ende First Fit an.

S a tz

Für alle Instanzen x ist mF F D (x) ≤
3

2
m∗(x) + 1.

O p tim ale S chrank e: mF F D (x) ≤
11

9
m∗(x) + 4.

N achteil: A lgo rithm us ist o ffl ine,

d.h. arb eitet erst, w enn gesam ter Inp ut gelesen.
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Fä rbu n g en v o n G ra p hen

D efi nitio n: Eine Färb ung eines Grap hen G = (V , E ) ist
χ : V → {1, . . . , k} m it

{u, v } ∈ E ⇒ χ(u) 6= χ(v) .

Minimum C o l o ring

Instanz : ungerichteter Grap h G = (V , E )

Lö sung: Färb ung χ : V → {1, . . . , k}

M aß : k
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S eq u en tielles Fä rben v o n G ra p hen

for i := 1 to n

χ(vi ) := m in k /∈
{
χ(u) ; u ∈ N(vi ) ∩ {v1, . . . , vi−1}

}

S a tz

Sei k d ie Anzah l d er Farben, d ie d er seq uentielle Alg o rith mus bei

R eih enfo lg e v1, v2, . . . , vn verwend et. Dann ist

k ≤ m ax
1≤i≤n

m in(deg vi , i − 1) .

R eihenfo lge, die dies m inim iert:
Decreasing Deg ree: deg v1 ≥ deg v2 ≥ . . . ≥ deg vn.



Approximations-

algorithmen
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B essere R eihen fo lg e

Smallest L ast: vi hat m inim alen Grad im induz ierten
S ub grap hen auf {v1 . . . vi }.

S a tz

Smallest L ast färbt jed en planaren Graph en mit ≤ 6 Farben.

B ew eis b enutzt den S atz v o n Euler:

In planaren Graph en G = (V , E ) ist |E | ≤ 3|V | − 6.
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L o k a le S u che

A nfangslö sung Für jedes x ∈ I : y0(x) ∈ S(x)

N achb arschaftsstruk tur Für jedes y ∈ S(x) N(x , y) ⊆ S(x)

A lgo rithm us L o cal Search

y := y0(x)

so lange es y ′ ∈ N(x , y) m it m(x , y ′) b esser als m(x , y) gib t
setze y := y ′

P ro b lem e:

I Wie fi ndet m an b essere N achb arlö sungen effi z ient?

I Wie gut ist ein lo k ales O p tim um ?
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B eisp iel fü r L o k a le S u che

P ro b lem Max imum C ut

Instanz : Grap h G = (V , E )

Lö sung: P artitio n V = V0 ∪ V1 m it V0 ∩ V1 = ∅

M aß : A nzahl der K anten {x , y } m it x ∈ V0 und y ∈ V1.

A nfangslö sung: (∅, V )

N achb arn v o n (V0, V1): (V ′
0 , V ′

1 ) m it
∣

∣|V0| − |V ′
0 |
∣

∣ = 1

S a tz

Für ein lo kales Maximum (V0, V1) in d ieser Nach barsch afts-

struktur mit Maß mN g ilt mN ≥ 1
2
m∗.

Approximations-

algorithmen
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L in ea re P ro g ra m m ieru n g

Ein lineares P ro gram m ist Instanz des O p tim ierungsp ro b lem s:

L inear P ro gramming

Instanz : A ∈ Rm×n, b ∈ Rm, c ∈ Rn

Lö sung: x ∈ Rn m it Ax ≥ b und x ≥ ~0

M aß : cT x

N o tatio n:

m inim ize cT x

sub jec t to Ax ≥ b

x ≥ 0
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L P -A lg o rithm en

S a tz

L inear P ro gramming ist in PO.

A lgo rithm en:

I S im p lex (D antz ig, 1947)
in der P rax is gut, ab er im w o rst case ex p o nentiell

I Ellip so id-M etho ide (K hachiyan, 1979)
p o ly no m iell, ab er nicht p rak tisch anw endb ar

I Interio r-P o int-M etho de (K arm ark ar, 198 4)
p o ly no m iell, auch p rak tisch effi z ient

Approximations-

algorithmen
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Ä q u iv a len te V a ria n ten d es P ro blem s

I Gleichungen und unb eschränk te V ariab len

m inim ize cT x

sub jec t to Ax ≥ b

Ax = b

x1 ≥ 0, . . . , xr ≥ 0

I nur Gleichungen

m inim ize cT x

sub jec t to Ax = b

x ≥ 0

I M ax im ierung

m ax im ize cT x

sub jec t to Ax ≤ b

x ≥ 0
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R u n d en d er L ö su n g ein es lin ea ren P ro g ra m m s

Int eger L inear P ro gramming ist N P-schw er
 v iele P ro b lem e in N PO darauf reduz ierb ar.

Idee:

I Lo c k ern der A nfo rderung “ ganzzahlig”

I lineares P ro gram m — effi z ient lö sb ar

I o p tim ale ratio nale Lö sung

I R unden liefert ganzzahlige Lö sung

I nicht o tw endig o p tim al, ab er o ft gute A p p ro x im atio n
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V ertex C o v er m ittels L P

Minimum W eigh t ed V ert ex C o v er

Instanz : ungerichteter Grap h G = (V , E ),
Gew icht ci für vi ∈ V .

Lö sung: v ertex c o v er U ⊆ V

M aß :
∑

vi∈U ci

Lineares P ro gram m PV C :

m inim ize
∑n

i=1 cixi

sub jec t to xi + xj ≥ 1 für alle {vi , vj } ∈ E

xi ≥ 0

O p tim ale Lö sung x∗
1 , . . . , x∗

n  v ertex c o v er U := {vi ; x∗
i ≥ 1

2
}.

S a tz

Für d as Maß mL P d ieses vertex co ver U g ilt mL P ≤ 2m∗.
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D u a litä t

m∗ ≤ t w ird durch Lö sung x m it cT x ≤ t b ezeugt.

Frage: Wie kann m∗ ≥ t b ezeugt w erden ?

B eisp iel:

m inim ize 7x1 + x2 + 5x3

sub jec t to x1 − x2 + 3x3 ≥ 10
5x1 + 2x2 − x3 ≥ 6
x1, x2, x3 ≥ 0

K o effi z ientenv ergleich zeigt: m∗ ≥ 10

7x1 + x2 + 5x3 ≥ x1 − x2 + 3x3 ≥ 10

B esser: m∗ ≥ 16

7x1 + x2 + 5x3 ≥ x1 − x2 + 3x3 + 5x1 + 2x2 − x3 ≥ 16

 duales P ro gram m
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D u a les P ro g ra m m

P ro gram m P D uales P o gram m D

U ngleichung
∑

j ai,jxj ≥ bi V ariab le yi m it yi ≥ 0

Gleichung
∑

j ai,jxj = bi V ariab le yi

V ariab le xj m it xj ≥ 0 U ngleichung
∑

i ai,jyi ≤ cj

V ariab le xj Gleichung
∑

i ai,jyi ≤ cj

minimize cT x maximize bT y

D u a litä tstheo rem

Für P ro gram m P und duales D gilt

I P hat o p tim ale Lö sung gdw . D hat o p tim ale Lö sung.

I Ist x∗ o p tim al für P und y∗ für D, so ist cT x∗ = bT y∗.
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C o m p lem en ta ry S la ck n ess C o n d itio n

S chw a ches D u a litä tstheo rem

Für Lö sungen x für P und y für D gilt:

cT x ≥ bT y

Lö sungen x für P und y für D sind o p tim al gdw . die fo lgenden
B edingungen gelten:

P rim ary c o m p lem entary slac k ness c o nditio n (C S C )

xj = 0 o der
∑

i

ai,jyi = cj für alle j

D ual c o m p lem entary slac k ness c o nditio n (C S C ):

yi = 0 o der
∑

j

ai,jxj = bi für alle i
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P rim a l-D u a l-S chem a

Gegeb en I ganzzahliges LP , sei D das duale P ro gram m .

H alte zw ei V ek to ren:

I x p o tentielle Lö sung für I

I y Lö sung für D, nicht no tw endig o p tim al.

x , y w erden iterativ v erb essert, b is x Lö sung v o n I ist.

D ab ei gilt stets die P rim al C S C

xj = 0 o der
∑

i ai,jyi = cj für alle j

und eine ab geschw ächte D ual C S C

yi = 0 o der
∑

j ai,jxj ≤ α · bi für alle i

A lgo rithm us term iniert, w en x Lö sung v o n I ist. D ann gilt:
∑

j cjxj =
∑

j

(∑
i ai,jyi

)

xj =
∑

i

(∑
j ai,jxj

)

yi ≤ α ·
∑

i biyi ≤ αm∗
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P rim a l-D u a l A lg o rithm u s fü r V ert ex C o v er

D uales P ro gram m DV C :

m ax im ize
∑

{vi ,vj }∈E

yi,j

sub jec t to
∑

j :{vi ,vj }∈E

yi,j ≤ ci (Ci )

yi,j ≥ 0

A lgo rithm us:

~y := 0; U := ∅
w hile U no t a v ertex c o v er

fi nd {vi , vj } no t c o v ered
inc rease yi,j

until (Ci ) o r (Cj) tight
if (Ci ) is tight then

U := U ∪ {vi }

else
U := U ∪ {vj }

S a tz

Der o big e Alg o rith mus fi nd et ein vertex co ver mit Maß mP D d erart

d ass mP D ≤ 2m∗.
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D a s M u lticu t-P ro blem

Minimum Mult ic ut

Instanz : ungerichteter Grap h G = (V , E ),
K ap az ität ce für e ∈ E ,
M enge {(s1, t1), . . . , (sk , tk)} ⊆ V × V m it si 6= ti .

Lö sung: S chnitt C ⊆ E m it:
si und ti in (V , E \ C ) nicht v erb unden

M aß :
∑

e∈C ce

S a tz

Minimum Mult ic ut ist N P-sch wer. für Bäume d er H ö h e 1 .

B ew eis: R eduk tio n v o n V ert ex C o v er.
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Mult ic ut in B ä u m en

S ei pi der eindeutige P fad v o n si nach ti in G

Lineares P ro gram m :

m inim ize
∑

e∈E cexe

sub jec t to
∑

e∈pi
xe ≥ 1 für i = 1 . . . k

xe ≥ 0

B em erk e: Es gib t Lö sungen, die b esser sind als jeder M ulticut.

Approximations-

algorithmen

E infü hru ng

G ru nd lagen

M ethod en zu m

E ntw u rf

G reed y

S eq u entielle
Algorithmen

L okale S u che

L ineare
P rogrammieru ng

D ynamische
P rogrammieru ng

Approximationsk lassen

P rim a l-D u a l A lg o rithm u s fü r Minimum

Mult ic ut

D uales P ro gram m :

m ax im ize
∑

i≤k yi

sub jec t to
∑

i :pi3e yi ≤ ci für e ∈ E

yi ≥ 0

Interp retatio n: yi ist Fluss v o n si nach ti .

Fall k = 1: D ualitätstheo rem =̂ M ax Flo w - M in C ut
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C o m p lem en ta ry sla ck n ess co n d itio n s

P rim äre C S C :

xe 6= 0 ⇒
∑

i :pi3e

yi = ce für alle e ∈ E

d.h. nur K anten ausgew ählt, durch die m ax im aler Fluss geht.

A b geschw ächte duale C S C :

yi 6= 0 ⇒
∑

e∈pi

xe ≤ 2

d.h. auf P fad m it Fluss > 0 hö chstens zw ei K anten ausgew ählt.
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D er A lg o rithm u s

Wähle ein v ∈ V als Wurzel

so rtiere V = {v1, . . . , vn} ab steigend nach T iefe

y := ~0

C := ∅

für i := 1, . . . , n:

für jedes j m it lca(sj , tj) = vi

fi nde e ∈ pj m it ce −
∑

` y` m inim al

yj := ce −
∑

`<i y`

füge alle K anten e zu C hinzu, für die jetzt
∑

` y` = ce

sei C = {e1, . . . , em} geo rdnet w ie zugefügt

für i := m, . . . , 1

falls C \ {ej } M ulticut ist

C := C \ {ej }
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A n a ly se d es A lg o rithm u s

Lem m a: S ei (si , ti ) m it yi > 0, und sei lca(sj , tj) = v .
D ann ist auf jedem der P fade

I v o n si zu v

I v o n v zu ti

hö chstens eine K ante in C .

S a tz

Für d en Wert mP D d es g efund enen Multicut g ilt mP D ≤ 2m∗.

Approximations-

algorithmen
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D y n a m ische P ro g ra m m ieru n g

I Z erlegung des P ro b lem s in k leinere, gleichartige T eilp ro b lem e.

I Lö sung ist zusam m engesetzt aus den Lö sungen der
T eilp ro b lem e.

I A b er: T eilp ro b lem e sind nicht unab hängig, so ndern hab en
ihrerseits gem einsam e T eilp ro b lem e.

 rek ursiv es D iv ide-and-C o nq uer-V erfahren lö st
dieselb en T eilp ro b lem e im m er w ieder.

Lö sung: R ek ursio n m it M em o isierung, o der b esser:

D y nam ische P ro gram m ierung:

Bo tto m-Up-Berech nung d er L ö sung en g rö ß erer Pro bleme

aus d enen kleinerer, d ie d abei in einer Tabelle

g espeich ert werd en.
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B eisp iel: M a trizen -K etten m u ltip lik a tio n

P ro b lem : n M atrizen M1, . . . , Mn so llen m ultip liz iert w erden,
w o b ei Mi ∈ Rni×ni+1

 A ufw and hängt v o n der K lam m erung ab .

B ezeichne Mi..j das P ro duk t Mi · Mi+1 · . . . · Mj ,

und m[i , j ] die m inim ale Z ahl v o n M ultip lik atio nen für Mi..j .

I O p tim ale K lam m erung v o n M1..n ist M1..k · Mk+1..n,
für o p tim ale K lam m erungen v o n M1..k und Mk+1..n.

I D eshalb gilt:

m[i , j ] =






0 falls i = j

m in
i≤k<j

m[i , k ] + m[k + 1, j ] + nink+1nj+1 so nst.
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E infü hru ng

G ru nd lagen

M ethod en zu m

E ntw u rf

G reed y

S eq u entielle
Algorithmen

L okale S u che

L ineare
P rogrammieru ng

D ynamische
P rogrammieru ng

Approximationsk lassen

T eilp ro blem stru k tu r v o n K napsac k

S ei P :=
∑n

i=1 pi und A :=
∑n

i=1 ai

T eilp ro b lem Π(k , p) für k ≤ n und p ≤ P :

Lö sung: M ⊆ {x1, . . . xk } m it
∑

xi∈M ai ≤ b

und
∑

xi∈M pi = p

Z iel: m inim iere
∑

xi∈M ai

D efi n itio n

M(k , p) o p tim ale Lö usung v o n Π(k , p)

S(k , p) :=
∑

xi∈M(k,p) ai
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D y n a m isches P ro g ra m m fü r K napsac k

fo r p := 0 to P S(1, p) := A + 1

M(1, 0) := ∅ ; S(1, 0) := 0;
M(1, p1) := {x1} ; S(1, p1) := a1

fo r k := 1 to n

fo r p := 1 to P

if pk ≤ p and M(k − 1, p − pk) defi ned
and S(k − 1, p − pk) + ak ≤ b

and S(k − 1, p − pk) + ak ≤ S(k − 1, p)

then M(k , p) := M(k − 1, p − pk) ∪ {xk }

S(k , p) := S(k − 1, p − pk) + ak

else M(k , p) := M(k − 1, p)

S(k , p) := S(k − 1, p)

p∗ := m ax { p ; M(n, p) defi ned }

return M(n, p∗)
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A p p ro x im a tio n s-S chem a fü r K napsac k

S a tz

Das Dynamisch e Pro g ramm für Max imum K napsac k fi nd et

eine o ptimale L ö sung in Z eit O (n · P).

A p p ro x im atio ns-S chem a:

pmax := m ax i pi

t := blo g( r−1
r

pmax

n
)c

Ersetze p ′
i := b pi

2t c für i = 1, . . . , n

Wende das D ynam ische P ro gram m an

S a tz

Das o big e Sch ema fi nd et bei Eing abe 1 < r ∈ Q

in Z eit O (rn3/(r − 1)) eine L ö sung mit Maß mAS (r)

so d ass mAS (r) ≥ m∗/r .


