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1. Turingberechenbarkeit
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Turingberechenbarkeit

Definition
Eine Funktion 7 : > — > heit turingberechenbar, falls es eine deterministische
Turingmaschine M = (Z,%X,T,0, z9, 0, E) gibt, sodass fiir alle u, v € ¥* gilt:

fluy=v
g.d.w.
es gibt z € E, sodass Starty(u) F* O---0OzvO---O

Wenn f(u) undefiniert ist (f ist also eine partielle Funktion),
dann kann die Maschine ewig laufen.
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Turingberechenbarkeit

Definition
Eine Funktion 7 : N — N heiBt turingberechenbar, falls es eine deterministische
Turingmaschine M = (Z,%,T,6, zp, 0, E) gibt, sodass fiir alle ny, ..., ng, m € N gilt:

f(nm,..., ng) =m
g.d.w.
es gibt z € E, sodass zpbin(ny)# - - - #bin(ng) =* O---0Ozbin(m)Od---0

wobei bin(n) die Binarzahldarstellung von n € N ist.
Wenn f(nq, ..., nk) undefiniert ist (f ist also eine partielle Funktion),
dann kann die Maschine ewig laufen.
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1. Quiz

Welche der folgenden Aussagen gelten fiir die von Turingmaschinen akzeptierten
Sprachen L7

a) L ist eine Typ i-Sprache (mit i € {0, 1,2, 3}).
b) Das Wortproblem fiir L ist entscheidbar.
c) Es gibt eine Grammatik G, die L erzeugt.
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1. Quiz

Welche der folgenden Aussagen gelten fiir die von Turingmaschinen akzeptierten
Sprachen L7

a) L ist eine Typ i-Sprache (mit i € {0, 1,2, 3}).
b) Das Wortproblem fiir L ist entscheidbar.
c) Es gibt eine Grammatik G, die L erzeugt.

Antwort: a) und c).
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2. Quiz

Welche der folgenden Funktionen f : N — N sind berechenbar?
a) f(x) =3x.
b) £(0) =0 und f(x) ist undefiniert fiir x > 0.

c) f(x) =1, wenn es unendlich viele Primpaarzwillinge gibt, und f(x) = 0 sonst.
Primzahlzwillinge sind Paare (p, p+ 2), sodass p und p + 2 prim sind, z.B. (3,5)
und (11, 13). Es ist unbekannt, ob es unendlich viele Primzahlzwillinge gibt.

d) Alle Funktionen f : N — N sind berechenbar.
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2. Quiz

Welche der folgenden Funktionen f : N — N sind berechenbar?
a) f(x) =3x.
b) £(0) =0 und f(x) ist undefiniert fiir x > 0.

c) f(x) =1, wenn es unendlich viele Primpaarzwillinge gibt, und f(x) = 0 sonst.
Primzahlzwillinge sind Paare (p, p+ 2), sodass p und p + 2 prim sind, z.B. (3,5)
und (11, 13). Es ist unbekannt, ob es unendlich viele Primzahlzwillinge gibt.

d) Alle Funktionen f : N — N sind berechenbar.

Antwort: a), b) und c).
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Nicht berechenbare Funktionen

Sei B:={f :IN — N | f ist berechenbar} und F := {f : N — N}.
Dann gilt

> B ist abzdhlbar: Da alle Mengen im 7-Tupel endliche Mengen sind, ist klar, dass
man alle Turingmaschinen nacheinander aufzahlen kann (mithilfe der
Godelisierung)

> F ist liberabzdhlbar (beweisbar durch Diagonalargument).
> Also muss es f € F geben, mit f ¢ B. Diese Funktion f ist nicht berechenbar.
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2. Der CYK-Algorithmus
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1. Aufgabe: CYK-Algorithmus ausfiihren

Sei G =(V,,P,S) mitV ={S A B,C}, £ =1{ab}und
P={S—CS|bA-—a B—b C— AC|b}.

Fiihren Sie den CYK-Algorithmus fiir aaaaab aus. Liegt das Wort in L(G)?
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1. Aufgabe: CYK-Algorithmus ausfiihren

Sei G =(V,,P,S) mitV ={S A B,C}, £ =1{ab}und
P={S—CS|bA-—a B—b C— AC|b}.

Fiihren Sie den CYK-Algorithmus fiir aaaaab aus. Liegt das Wort in L(G)?

Antwort:
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N
w
N
(6]
(@)

OO W N+

Zentraliibung 5 10/22



1. Aufgabe: CYK-Algorithmus ausfiihren

Sei G =(V,,P,S) mitV ={S A B,C}, £ =1{ab}und
P={S—CS|bA-—a B—b C— AC|b}.

Fiihren Sie den CYK-Algorithmus fiir aaaaab aus. Liegt das Wort in L(G)?

Antwort:
alala|a|a]|b
112 (34|56
AlA|A|A|BCS \
C

OO W N+
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1. Aufgabe: CYK-Algorithmus ausfiihren

Sei G =(V,,P,S) mitV ={S A B,C}, £ =1{ab}und
P={S—CS|bA-—a B—b C— AC|b}.

Fiihren Sie den CYK-Algorithmus fiir aaaaab aus. Liegt das Wort in L(G)?

Antwort:

alala|a|a]|b
112 (34|56

1 AlAAA B,C,S\

2 C

3 C

4 C

5 C

6| C

Da unten links nicht S in der Tabelle steht, liegt das Wort nicht in L(G).
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2. Aufgabe: CYK-Algorithmus ausfiihren

Sei G =(V,X,P,S) mitV ={S,T,U}, £ ={a, b} und
P={S—ST|TU|US, T—SS|a U—TT]|b}.

Fiihren Sie den CYK-Algorithmus fiir aabaaa aus. Liegt das Wort in L(G)?
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2. Aufgabe: CYK-Algorithmus ausfiihren

Sei G =(V,X,P,S) mitV ={S,T,U}, £ ={a, b} und
P={S—ST|TU|US, T—SS|a U—TT]|b}.

Fiihren Sie den CYK-Algorithmus fiir aabaaa aus. Liegt das Wort in L(G)?

Antwort:
a a b |la|a|a
1 2 314|516
T T u|\T | T|T \

OO W N+
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2. Aufgabe: CYK-Algorithmus ausfiihren

Sei G =(V,X,P,S) mitV ={S,T,U}, £ ={a, b} und
P={S—ST|TU|US, T—SS|a U—TT]|b}.

Fiihren Sie den CYK-Algorithmus fiir aabaaa aus. Liegt das Wort in L(G)?

Antwort:

a a b|la|a]a
1 2 314|516

1T T ulT | T T\

2| U S ulu

3 S S

4 S S

5 S, T

6
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2. Aufgabe: CYK-Algorithmus ausfiihren

Sei G =(V,X,P,S) mitV ={S,T,U}, £ ={a, b} und
P={S—ST|TU|US, T—SS|a U—TT]|b}.

Fiihren Sie den CYK-Algorithmus fiir aabaaa aus. Liegt das Wort in L(G)?

Antwort:

a a b|la|a]a
1 2 314|516

1T T ulT | T T\

2| U S ulu

3 S S

4 S S

5 S, T

6| S U
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2. Aufgabe: CYK-Algorithmus ausfiihren

Sei G =(V,X,P,S) mitV ={S,T,U}, £ ={a, b} und
P={S—ST|TU|US, T—SS|a U—TT]|b}.

Fiihren Sie den CYK-Algorithmus fiir aabaaa aus. Liegt das Wort in L(G)?

Antwort:

a a b|la|a]a
1 2 314|516

1T T ulT | T T\

2| U S ulu

3 S S

4 S S

5 S, T

6| S U

Da unten links S in der Tabelle steht, liegt das Wort in L(G).
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3. Der Satz von Myhill und Nerode (nur FSK)
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Die Nerode-Relation

Definition
Sei L eine Sprache liber 3. Die Nerode-Relation ~; C >* x >* zu L ist definiert fiir
alle Worter u, v € ¥, sodass u ~; v wenn

fir jedesw e X" uw e L gdw. viw € L

Informell: u ~; v, wenn sich ihr Enthaltensein in L gleich verhalt beziiglich beliebiger
Erweiterung um dasselbe Suffix.
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1. Quiz

Sei L = {aaa} eine Sprache liber ~ = {a} und ~, die Nerode-Relation von L.
Welche Aquivalenzen gelten?

a) a~ aa
b) aaa ~ aaa
C) aaaaa~ €

d) aaaa ~; aaaaaa.

Zentrallibung 5 14/22 Myhill-Nerode



1. Quiz

Sei L = {aaa} eine Sprache liber ~ = {a} und ~, die Nerode-Relation von L.
Welche Aquivalenzen gelten?

a) a~ aa
b) aaa ~ aaa
C) aaaaa~ €

d) aaaa ~; aaaaaa.

Antwort: b) und d).
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2. Quiz

Sei L ={a'$/ | i,j € N} eine Sprache iiber ¥ = {a, b, $} und ~, die
Nerode-Relation von L.
Welche Aquivalenzen gelten?

a) a°$ ~, a°$

b) a'$h’ ~, &S fiiralle i, j € N
c) a'$ ~, & fiirallei €N

d) e~y a fiiralle i€ N.
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3. Quiz

Sei L ={a'$/ | i,j € N} eine Sprache iiber ¥ = {a, b, $} und ~, die
Nerode-Relation von L.
Fiir welche Wérter u gilt $$ ~; u?

a) €

b) $

c) $%%

d) b'$a’ fiir alle i € N.
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3. Quiz

Sei L ={a'$/ | i,j € N} eine Sprache iiber ¥ = {a, b, $} und ~, die
Nerode-Relation von L.
Fiir welche Wérter u gilt $$ ~; u?

a) €

b) $

c) $%%

d) b'$a’ fiir alle i € N.

Antwort: c).
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Der Satz von Myhill und Nerode

Die Nerode-Relation ist eine Aquivalenzrelation.

Zur Erinnerung:
> Die Aquivalenzklasse [u]~, ist definiert als {v | u~; v}.
> I?er Index einer Aquivalenzrelation ist die Anzahl ihrer disjunkten
Aquivalenzklassen: ©* = [u1]~, U [t2]~, U -+
» Der Index kann unendlich sein.

Eine Sprache L ist genau dann reguldr, wenn der Index von ~; endlich ist.




Beispiel fiir den Index der Nerode-Relation

Sprache L = {ab" | n € N} iiber {a, b}

Index(~;) =3
> [e]~, = {e}
» [a]l~, ={a ab, abb, abbb, ...}
» [aal., ={aau|ue{a b}*}
U{bu|ue{a b}*}
U {abuav | u,v € {a, b}*}
{a, b}* = [E]’VL U [a]NL U [aa]NL
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Wie zeigt man Index(~,) = 00?

Grundgedanke:

> Finde unendlich viele Aquivalenzklassen [u1]~,, [t2]~,, - -,
die paarweise verschieden sind ([tj]~, # [uj]~, fiir i # ).

Rezept:

» Finde fiir i =1,2,... Worter u; und w;,
sodass ujw; € L aber ujw; ¢ L fiir alle 1 # J.

Dann sind u; % u; fiir alle 1 # j.
Daher sind [u1]~, [t2]~, ... . paarweise disjunkt.

Beachte: Es ist hierfiir nicht notwendig, alle Aquivalenzklassen der disjunkten
Zerlegung von X* zu finden.
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Quiz

Sei L = {aaa} eine Sprache iiber = {a}.
Bestimme Index(~/ ).

a) 0 e) 4
b) 1 f) 5
c) 2 g) 6
d) 3 h) oo
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Quiz

Sei L = {aaa} eine Sprache iiber = {a}.
Bestimme Index(~/ ).

a) 0 e) 4
b) 1 f) 5
c) 2 g) 6
d) 3 h) oo

Antwort: f). Es gibt 5 disjunkte Aquivalenzklassen:
ey 2l (23], [a32]~,, [a22a]., .
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1. Aufgabe: Regular oder nicht regular

Sei L ={a'$V’ | i,j € N} eine Sprache iiber ¥ = {a, b, $}.
Priife, ob L regular ist, durch Verwendung des Satzes von Myhill und Nerode.
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1. Aufgabe: Regular oder nicht regular

Sei L ={a'$V’ | i,j € N} eine Sprache iiber ¥ = {a, b, $}.
Priife, ob L regular ist, durch Verwendung des Satzes von Myhill und Nerode.
Antwort:

[€]~, = [a']~, = Worter, die um a*$b* verlangert werden kénnen, um in L zu bleiben
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1. Aufgabe: Regular oder nicht regular

Sei L ={a'$V’ | i,j € N} eine Sprache iiber ¥ = {a, b, $}.
Priife, ob L regular ist, durch Verwendung des Satzes von Myhill und Nerode.

Antwort:

[€]~, = [a']~, = Worter, die um a*$b* verlangert werden kénnen, um in L zu bleiben
[$]~, =[a'$]~, = Worter, die um b* verlangert werden konnen, um in L zu bleiben
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1. Aufgabe: Regular oder nicht regular

Sei L ={a'$V’ | i,j € N} eine Sprache iiber ¥ = {a, b, $}.
Priife, ob L regular ist, durch Verwendung des Satzes von Myhill und Nerode.

Antwort:

€], = [a"_]NL = Worter, die um a*$b* verlangert werden kénnen, um in L zu bleiben
[$]~, = [a'$]~, = Worter, die um b* verldngert werden kénnen, um in L zu bleiben
[ab]~, = [b']~, = Worter, die fiir jede Verlangerung nicht in L liegen
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1. Aufgabe: Regular oder nicht regular

Sei L ={a'$V’ | i,j € N} eine Sprache iiber ¥ = {a, b, $}.

Priife, ob L regular ist, durch Verwendung des Satzes von Myhill und Nerode.
Antwort:

€], = [a"_]NL = Worter, die um a*$b* verlangert werden kénnen, um in L zu bleiben
[$]~, =[a'$]~, = Worter, die um b* verlangert werden konnen, um in L zu bleiben

[ab]~, = [b']~, = Warter, die fiir jede Verlingerung nicht in L liegen
Y =[e]lo, U[$]~, Ulabl~,
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1. Aufgabe: Regular oder nicht regular

Sei L ={a'$V’ | i,j € N} eine Sprache iiber ¥ = {a, b, $}.
Priife, ob L regular ist, durch Verwendung des Satzes von Myhill und Nerode.

Antwort:

[€]~, = [a']~, = Worter, die um a*$b* verlangert werden kénnen, um in L zu bleiben
[$]~, = [a'$]~, = Worter, die um b* verlangert werden kénnen, um in L zu bleiben
[ab]~, = [b']~, = Warter, die fiir jede Verlingerung nicht in L liegen

rt= [e]NL U [$]NL U [ab]NL

Daher Index(L) = 3 und L ist regular.
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2. Aufgabe: Regular oder nicht regular

Sei L = {a'$b' | i € N} eine Sprache iiber ~ = {a, b, $}.
Priife, ob L regular ist, durch Verwendung des Satzes von Myhill und Nerode.
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2. Aufgabe: Regular oder nicht regular

Sei L = {a'$b' | i € N} eine Sprache iiber ~ = {a, b, $}.
Priife, ob L regular ist, durch Verwendung des Satzes von Myhill und Nerode.

Antwort:

al oy @ fiirallei #j, da a'$b’ € L aber $b' & L.
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2. Aufgabe: Regular oder nicht regular

Sei L = {a'$b' | i € N} eine Sprache iiber ~ = {a, b, $}.

Priife, ob L regular ist, durch Verwendung des Satzes von Myhill und Nerode.
Antwort:

al oy @ fiirallei #j, da a'$b’ € L aber $b' & L.

Daher Index(L) = oo und L ist nicht regular.
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