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TIMI11-1 N'P-Vollstindigkeit von Graphenproblemen

Der Graph G sei:

[

o3 ) s

a) Das Independent-Clique-Problem (ICP) beantwortet fiir einen Graphen G und
eine nattirliche Zahl n die Frage, ob es in G eine Clique C der Grofie n und eine
unabhingige Knotenmenge I der Grofle n gibt, sodass |[C N I| = 1 gilt.

Beantworten Sie fiir alle n € IN die Frage, ob (G,n) € ICP gilt. Begriinden Sie
Ihre Antworten.

LOSUNGSVORSCHLAG:
Als Bemerkung: Eine Clique und eine unabhédngige Knotenmenge kénnen
sowieso nur maximal einen Knoten gemeinsam haben.

e Fir n = 1: Jeder der 6 Knoten allein ist eine Clique und eine un-
abhidngige Knotenmenge. Daher gilt (G, 1) € ICP.

e Fir n = 2: Wihle zwei verbundene Knoten fiir die Clique, einen
der beiden Knoten und einen nicht mit ihm verbundenen Knoten
fiir die unabhéngige Knotenmenge. Diese gibt es, z.B. C = {vy, v1},
I = {vp,v3}, alsoist (G,2) € ICP.

 Fiir n = 3: Wahle C = {vg,v1,v2} und I = {vy,v3,vs5}, somit (G,3) €
ICP.



* Fiir n > 4: Der Graph hat keine Clique der Grofe 4 oder grofier. Daher
ist (G, n) ¢ ICP fiir alle n > 4.

b) Das Well-Liked-Clique-Problem (WLCP) beantwortet fiir einen Graphen G und
eine nattirliche Zahl n die Frage, ob es in G eine Clique C der Grofe n gibt, sodass
es fiir alle Knoten v in G \ C einen Knoten u in C gibt, sodass (u,v) € E. (Oder in
Worten: Wenn es eine Clique der Grofie n gibt, sodass alle Knoten aufierhalb der
Clique mit mindestens einem Knoten innerhalb der Clique verbunden sind.)

Beantworten Sie fiir alle n € IN die Frage, ob (G,n) € WLCP gilt. Begriinden Sie
Ihre Antworten.

LOSUNGSVORSCHLAG:

¢ Fiir n = 1: Jeder der 6 Knoten allein ist eine Clique. Es gibt aber keinen
Knoten, der mit allen anderen Knoten des Graphen verbunden ist.
Dabher gilt (G,1) ¢ WLCP.

e Fir n = 2: Wiahle zwei Knoten aus {v1,v;,v4} als Clique. (G,2) €
WLCP.

e Fiir n = 3: Wihle C = {vy, v1,v2}, somit (G,3) € WLCP.

* Fiirn > 4: Der Graph hat keine Clique der Grofe 4 oder grofier. Daher
ist (G,n) ¢ ICP fir alle n > 4.

c) Zeigen Sie, dass ICP N 'P-vollstindig ist.

LOSUNGSVORSCHLAG:

e ICP € N'P: Rate nichtdeterministisch eine Knotenmenge C und ei-
ne Knotenmenge I von jeweils n Knoten. Verifiziere anschliefSend, ob
C eine Clique, I eine unabhingige Knotenmenge und C und I ge-
nau einen gemeinsamen Knoten haben. Wenn ja, akzeptiere, wenn
nein, verwirf. Das Verifizieren ist in deterministischer Polynomialzeit
moglich.

e ICP ist N'P-schwer: Wir reduzieren CLIQUE auf ICP mit einer Poly-
nomialzeitreduktion. Da CLIQUE N P-vollstindig ist, ist ICP damit
NP-schwer.

Sei f((V,E k)) = (V',E, k), wobei V' = VU {vy,...,v¢_1}, sodass
Vie{l,...,k—1}:v; ¢ V(d.h.vy,..., 01 sind neue Knoten).

Damit ist f total und in Polynomialzeit berechenbar. Wir zeigen die



Korrektheit von f:

- Wenn (V, E, k) eine k-Clique hat, dann hat (V’, E, k) ebenfalls ei-
ne k-Clique. Sei u ein beliebiger Knoten dieser Clique. Dann ist
{u,v1,...,vk_1} eine unabhingige Knotenmenge der Grofle k,
somit (V', E, k) € ICP.

- Wenn (V, E, k) keine k-Clique hat, dann hat (V’,E, k) ebenfalls
keine k-Clique, somit (V’, E, k) ¢ ICP.

TIMI11-2 SAT-Varianten in P und NP (0 Punkte)

a)

b)

Sei UNSAT = {F | F ist eine widerspriichliche Formel}. Nehmen Sie an, dass
UNSAT in NP ist.

Wir betrachten folgende Reduktionsfunktion von SAT auf UNSAT: Teste alle mog-
lichen Variablenbelegungen der Formel. Wenn eine erfiillende Variablenbelegung
gefunden wurde, gib x A =x zuriick, ansonsten x.

Ist diese Reduktionsfunktion geeignet, um zu zeigen, dass UNSAT N P-vollstindig
ist? Begriinden Sie Ihre Antwort.

LOSUNGSVORSCHLAG:

Nein, denn diese Reduktionsfunktion hat keine polynomielle, sondern ex-
ponentielle Laufzeit, da sie exponentiell viele Schritte braucht um alle
moglichen Variablenbelegungen zu testen.

Sei 3mal-3SAT = {F

F ist eine 3-CNF und hat mindestens
3 verschiedene erfiillende Belegungen |-

Zeigen Sie, dass 3mal-3SAT N P-vollstindig ist, wobei Sie fiir den Nachweis der
N P-Schwere eine Reduktion von 3-CNF-SAT auf 3mal-3SAT durchfiihren.

Hinweis: Was konnten Sie in der benétigten Reduktionsfunktion f hinzufiigen,
um aus einer erfiillenden Belegung drei erfiillende Belegungen zu erzeugen?

LOSUNGSVORSCHLAG:
Fiir die N'P-Vollstindigkeit von 3mal-3SAT ist zu zeigen:

e 3mal-3SAT ist in N/P: Betrachte die folgende NTM M:

— M berechnet aus F die Menge der in F vorkommenden aussa-
genlogischen Variablen.

- M rét nichtdeterministisch ein Tupel von Belegungen (11, I, I)
der Variablen von F. Das geht in nichtdeterministischer Polyno-



mialzeit, indem man [; fiir jede Variable x in die Moglichkeiten
x = 0 und x = 1 nichtdeterministisch verzweigt, fiir I, nochmal
dasselbe durchfiihrt, und fiir I3 auch nochmal dasselbe.

— Falls Iy = I, I; = I5 oder I = I5 verwirf diese nichtdeterministi-
sche Berechnung (der Test kann in Polynomialzeit durchgefiihrt
werden).

- Sonst priife, ob I;(F) = 1, L(F) = 1 und I3(F) = 1. Wenn
ja, dann akzeptiere, anderenfalls verwirf diese nichtdeterminis-
tische Berechnung (die Tests konnen dabei in Polynomialzeit
durchgefiihrt werden).

M entscheidet 3mal-3SAT (denn es werden 3 verschiedene Losungen
gesucht) und M benétigt nur polynomiell viele Schritte (denn es han-
delt sich um eine Hintereinanderausfithrung von endlich vielen je-
weils polynomiell langen Abfolgen von Schritten). Somit ist 3mal-
3SAT in N'P.

¢ 3mal-3SAT ist N P-schwer. Wir reduzieren 3-CNF-SAT <p 3mal-
3SAT. Dazu definieren wir zunichst die Reduktionsfunktion f:

f(F)=FA(xVyVz)
Dabei sind x, y und z neue Variablen. Die Funktion f ist total und in
Polynomialzeit berechenbar.
Wir zeigen: F ist erfiillbar g.d.w. f(F) dreimal erfiillbar ist:
- ,=~":Wenn I(F) =1, dann machen; = [U{x — 1,y — 0,z —

0}, h=IU{x—0,y—1z—0lund 3 =IU{x +— 0,y —
0,z — 1} alle F wahr.

-, <" Wenn [;(FA(xVyVz))=1fuiri=1,2,3 dannsei I(v) =
I;(v) fiir alle Variablen v aus F. Dann gilt I(F) = 1.

Damit folgt 3-CNF-SAT <, 3mal-3SAT.

<) Sei Pos-3-SAT = { r F ist eine erfiillbare 3-CNF, in der ausschliefSlich }

positive Literale vorkommen

i) Liegt Pos-3-SAT in P?

LOSUNGSVORSCHLAG:

Eine Pos-3-SAT-Formel ist bereits erfiillbar, wenn jede Klausel mindes-
tens eine Variable enthilt: Wenn man alle Variablen auf 1 setzt, sind
alle Klauseln erfiillt. Das ist in Polynomialzeit {iberpriifbar.



Ferner muss noch {tiberpriift werden, ob das Wort eine giiltige Kodie-
rung einer Formel ist; auch das ist in Polynomialzeit tiberpriifbar.

Also liegt Pos-3-SAT in P.
ii) Liegt Pos-3-SAT in N'P?

LOSUNGSVORSCHLAG: P C NP, somit liegt Pos-3-SAT auch in
NP.

Begriinden Sie jeweils Ihre Antworten.
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