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Losung zur Wiederholungsklausur zur Vorlesung

Formale Sprachen und Komplexitét

Die Bearbeitungszeit betrigt 120 Minuten. Hilfsmittel sind nicht erlaubt, auch das Mitfithren aus-
geschalteter elektronischer Gerite (inklusive Smartwatches aber exklusive normaler Uhren) wird als
Tauschungsversuch gewertet. Schreiben Sie Thren vollstdndigen Namen und Thre Matrikelnummer
deutlich lesbar auf dieses Deckblatt, sowie Ihren Namen in die Kopfzeile auf jedem Blatt der Klaus-
urangabe. Geben Sie alle Blétter ab. Lassen Sie diese zusammengeheftet. Verwenden Sie nur doku-
mentenechte Stifte und weder die Farbe rot noch griin.

Kontrollieren Sie, ob Sie alle Aufgabenbléitter erhalten haben. Aufgabenstellungen befinden sich auf
den Seiten 1-12. Sie diirfen die Riickseiten fiir Nebenrechnungen nutzen. Falls Sie die Riickseiten
fiir Antworten nutzen, so markieren Sie klar, was zu welcher Aufgabe gehort und geben Sie in der
entsprechenden Aufgabe an, wo alle Teile IThrer Antwort zu finden sind. Streichen Sie alles durch, was
nicht korrigiert werden soll.

Es gibt 5 unterschiedlich gewichtete Aufgaben zu insgesamt 100 Punkten. Mit 50 Punkten haben Sie
sicher bestanden. Die Teilaufgaben kénnen unabhéngig voneinander bearbeitet werden.

Mit Ihrer Unterschrift bestétigen Sie, dass Sie zu Beginn der Klausur in ausreichend guter gesund-
heitlicher Verfassung sind und diese Klausurpriifung verbindlich annehmen.

Nachname (in GROSSBUCHSTABEN):
Vorname (in GROSSBUCHSTABEN):
Matrikelnummer:

Studiengang:

Hiermit erklére ich die Richtigkeit der obigen Angaben:

Unterschrift
Die folgende Tabelle nicht ausfiillen:
Aufgabe 1 2 3 4 5 >
Punkte 28 18 20 18 16 100

Erreicht




Name: 1

Losung Aufgabe 1 (Regulire Sprachen): (28 Punkte)

a) Die Sprache L; sei definiert als die Menge aller Worter iiber dem Alphabet {a, b, c}, die genau
ein a und zwei b’s enthalten.

Geben Sie einen reguldren Ausdruck an, der L; erzeugt. (8 Punkte)

LOSUNGSVORSCHLAG:

c*ac*bc*be* | c*betactbc* | c*betbe*act.

e 0 Punkte, wenn die Antwort sich nicht als regulérer Ausdruck verstehen ldsst
e 4 Punkte: Vollsténdigkeit

— 2 Punkte, wenn nur L(c*ac*bc*bc*) o. A. erzeugt wird.
e 4 Punkte: ,,Soundness“

— 0 Punkte, wenn nicht erlaubte Worter erzeugt werden

Die Aufgabe wird auf dem ndchsten Blatt fortgesetzt.
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Fortsetzung von Aufgabe [1]:

b) Sei Lo die Sprache iiber dem Alphabet {a,b, c}, die vom reguldren Ausdruck
(abc)*(cba™ | €)

erzeugt wird. Geben Sie den Zustandsgraphen eines nichtdeterministischen endlichen Automaten
(ohne e-Ubergénge) an, der Ly akzeptiert. (10 Punkte)

LOSUNGSVORSCHLAG:

e 10 Punkte, wenn alles stimmt
— 1 Punkt Abzug bei fehlendem Startzustand
— 1 Punkt Abzug bei jedem fehlendem Endzustand

— 1 Punkt Abzug bei jedem falschen (z.B. fehlenden oder zusitzlichen) Ubergang oder
Zustand oder bei jedem e-Ubergang

Die Aufgabe wird auf dem ndchsten Blatt fortgesetzt.
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Fortsetzung von Aufgabe [1]:

c) Minimieren Sie den folgenden deterministischen endlichen Automaten (d.h. konstruieren Sie
einen deterministischen endlichen Automaten, der die gleiche Sprache akzeptiert und eine mini-
male Anzahl an Zustédnden benutzt). Nutzen Sie dazu das Verfahren aus der Vorlesung. Geben
Sie eine Partitionstabelle und den minimierten Automaten als Zustandsgraphen an. (10 Punkte)

LOSUNGSVORSCHLAG:
Unerreichbare Zustinde: 0.
Partitionstabelle:

0. Z0 k2 Z3 %5 ‘ Z1 R4 Z6
1. 20 22 23 25|21 24 | 26 mita
2. 29 23|22 25|21 24 | 26 mit b

Zustandsgraph:

e 6 Punkte: Partitionstabelle
— 2 Punkte pro Zeile (inklusive ,,mit a/b%)
— 1 Punkt Abzug fiir falsche unerreichbare Zustédnde
— 2 Punkte Abzug, falls eine andere Minimierungsmethode verwendet wurde
e 4 Punkte: minimierter Automat
— 1 Punkt Abzug, wenn Start- und/oder Endzustand nicht gekennzeichnet sind

— 1 Punkt Abzug bei jedem falschen (z.B. fehlenden oder zusitzlichen) Ubergang oder
Zustand
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Losung Aufgabe 2 (Nicht regulire Sprachen): (18 Punkte)
a) Zeigen Sie mit dem Pumping-Lemma fiir regulére Sprachen, dass die Sprache
Ly = {a'b'dd" | i € N}

iiber dem Alphabet {a,b, c,d} nicht regulér ist. (10 Punkte)

Zur Erinnerung:

Eine Sprache L hat die Pumping-Eigenschaft, wenn es eine Zahl n € Ny gibt, sodass jedes
Wort 2z € L, welches Mindestlédnge n hat, als z = wvw geschrieben werden kann, sodass
luv| < n, |v| > 1 und fiir alle i € N: uv'w € L.

Das Pumping-Lemma fiir reguléire Sprachen besagt, dass jede regulére Sprache die Pumping-
Eigenschaft hat.

LOSUNGSVORSCHLAG: Um Nichtregularitit von L; zu zeigen, reicht es durch das
Pumping-Lemma zu zeigen, dass L; die Pumping-Eigenschaft nicht hat.

Der Beweis ist durch Widerspruch: Wir nehmen an, dass L; die Pumping-Eigenschaft hat. Wir
wihlen z = a™b"c¢"d". Damit sind auch z € Lj und |z| > n erfiillt.

Sei z = uvw eine beliebige Zerlegung von z, sodass |uv| < n, |v| > 1 und wv'w € L fiir jedes
i eN.

Dann ist v = @™, v = @™ und w = a™b"*c"*d" mit ny + no + ng = n und ny > 0. Wir haben
u®w ¢ Ly, denn uv®w = a™ 130" c"d™ und weil ny +n3 < n gibt es weniger a’s als b’s, ¢’s oder
d’s. Widerspruch zur Annahme, dass uv'w € Ly fiir jedes ¢ € N.

e 1 Punkt: z € L wird erwahnt

1 Punkt: |z| > n wird erwdhnt

2 Punkte: z ist tatsdchlich geeignet

3 Punkte: Uber alle Zerlegungen u, v, w argumentiert

— 0 Punkte Abzug, wenn unndétige Fille betrachtet wurden

3 Punkte: i gefunden, sodass uviw ¢ Ly

Die Aufgabe wird auf dem ndchsten Blatt fortgesetzt.
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Fortsetzung von Aufgabe [

b) Beweisen Sie mithilfe der Abschlusseigenschaften der regulidren Sprachen, dass die Sprache

Ly = {elatbicidiel | i,j € N}

iiber dem Alphabet {a,b,c,d,e} nicht reguliir ist. L bezeichnet dabei das Komplement einer
Sprache L. Sie diirfen annehmen, dass die Sprache L; = {a’b’c'd’ | i € N} aus Teilfrage @) nicht
regulér ist.

Zur Erinnerung: Die reguldren Sprachen sind unter Vereinigung, Schnitt, Komplement, Pro-
dukt und Kleeneschem Abschluss abgeschlossen. (8 Punkte)

LOSUNGSVORSCHLAG: Wir nehmen an, dass Ly regulir ist. Das heifit, dass ihr Kom-
plement {elaibicidiel |i,j € N} = {e/a'b'c'd’e’ | i,j € N} auch reguldr ist. Somit ist der
Schnitt der offensichtlich reguliren Sprache L(a*b*c*d*) = {a'b/cFd’ | i,j,k,¢ € N} mit
{e/a'bic'de’ | i,j € N} auch reguldr. Aber dies ist genau die Sprache Li, die nicht reguliir
ist. Widerspruch.

1 Punkt: Annahme, dass Lo regulér ist.

2 Punkte: Komplement ist regulér.
2 Punkte: {a’bickd’ | i,j,k,¢ € N} ist regulsr.
2 Punkte: Schnitt ist regulér.

1 Punkt: Verweis auf Nichtregularitdt von L;.
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Losung Aufgabe 3 (Kontextfreie und kontextsensitive Sprachen): (20 Punkte)
a) Die Sprache L iiber dem Alphabet {a, b} sei definiert als

Ly = {ab'ab’a | i,j € N, i < j}

Geben Sie eine kontextfreie Grammatik G als 4-Tupel an, die L; erzeugt. Die Grammatik
darf keine e-Produktionen enthalten. Erldutern Sie, warum G die Sprache L; erzeugt. Be-
schreiben Sie beispielsweise, welche ,,Aufgabe“ die einzelnen Nichtterminale bei der Erzeugung

iibernehmen. (6 Punkte)
Geben Sie zusitzlich eine Linksableitung fiir das Wort ababbba fiir Thre Grammatik an.
(4 Punkte)

LOSUNGSVORSCHLAG: G, = (Vi,%1, P1,S1) mit Vi = {S,T, B}, $1 = {a,b} und
P, ={S—aTa, T —bTb|aB, B— BB |b}

S erzeugt zunéchst das duflere a-Paar mit 7" dazwischen. Aus T lassen sich null oder mehr b/b-
Paare erzeugen, mit aB in der Mitte. Aus B lassen sich ein oder mehr b’s erzeugen, die dafiir
sorgen, dass es im zweiten b-Block mehr b’s gibt als im ersten.

Linksableitung:
S = aTa = abTba = abaBba = abaBBba = ababBba = ababbba.

o 4 Punkte: Grammatik

— Hochstens 1 Punkt, wenn die Grammatik nicht kontextfrei ist
— 1 Punkt Abzug fiir ,,off by one“ bzgl. i € N oder j € N

e 2 Punkte: Erlduterung
— Hochstens 1 Punkt bei falscher Grammatik
e 4 Punkte: Linksableitung
— 1 Punkt, falls keine Linksableitung oder falls Syntaxbaum

Die Aufgabe wird auf dem ndchsten Blatt fortgesetzt.
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Fortsetzung von Aufgabe [3:
b) Sei Go = (Va,Xs, P2, S) eine kontextsensitive Grammatik mit Vo = {S, B, A}, X9 = {a, b, c} und

P, ={S— ABSc, S — ABc, BA — AB, Bc — be, Bb — bb, Ab — ab, Aa — aa}

Um das Wortproblem fiir G2 zu entscheiden, berechnen wir Mengen L} mit i € N, n € Ny,

wobei
L} ={we (VUX)" | |w| §nund5$g2wmitk§i}
Berechnen Sie L? fiir alle i € N. Sie miissen keine Begriindung angeben. (8 Punkte)
Geben Sie zusitzlich anhand IThrer Berechnung ein Wort iiber X9 an, das in L(G2) enthalten ist.
(2 Punkte)
LOSUNGSVORSCHLAG:
Lg = {S}

LS = {S}U{ABSc, ABc}

L3 = {S, ABSc, ABc} U { Abc}

L3 = {S, ABSc, ABe, Abc} U {abc}
L5 = L§ fir i > 3

Daher abc € L(G3).

e 8 Punkte: Schritte
— 1 Punkt: L}
— 2 Punkte pro Schritt L3, L3, L3
— 1 Punkt: L? fiir i > 3
o 2 Punkte: Wort
— 1 Punkt: Das Wort (oder die Satzform) ist in einer der berechneten Mengen L?
— 1 Punkt: Das Wort ist wirklich ein Wort und keine Satzform und hat Linge < 5
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Losung Aufgabe 4 (Berechenbarkeit und Entscheidbarkeit): (18 Punkte)

a) Fiir eine Funktion f steht pf fiir die Anwendung des u-Operators auf f. Berechnen Sie pug; fir
folgende Funktionen g;. (8 Punkte)

(i) g1: N—= N, gi(z) =50
LOSUNGSVORSCHLAG: g, ist undefiniert.
(i) g2 : N= N, gao(z) = 3z
LOSUNGSVORSCHLAG: g, = 0.
(iii) g3: N =N, g3(z) =5z +1
LOSUNGSVORSCHLAG: g3 ist undefiniert.

(iv) g4:N =N, gy(z) = 22

LOSUNGSVORSCHLAG: ugs = 0.

e 2 Punkte pro richtige Antwort

Die Aufgabe wird auf dem ndchsten Blatt fortgesetzt.
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Fortsetzung von Aufgabe [§):

b) Der Satz von Rice besagt:

Sei R die Klasse aller turingberechenbaren Funktionen. Sei S eine nichtleere echte Teilmenge
von R. Dann ist folgende Sprache unentscheidbar:

C(S) = {w | die von der deterministischen Turingmaschine M,
berechnete Funktion liegt in S}

wobei M, die Turingmaschine mit der Gédelnummer w bezeichnet.

Wenden Sie fiir jede der beiden Aussagen unten den Satz von Rice an, um sie zu beweisen, oder
erkldren Sie, warum der Satz nicht anwendbar ist.

(i)

Es ist unentscheidbar, ob eine gegebene deterministische Turingmaschine fiir jede Eingabe
die Zahl 36 berechnet. (5 Punkte)

LOSUNGSVORSCHLAG: Der Satz ist anwendbar.

Sei S die Menge aller (partiellen oder totalen) Funktionen f, sodass gilt f(i) = 36 fiir alle
7.

S ist nicht leer. Z.B. ist (i + 36) € S.
S ist auch nicht gleich R, weil es z. B. die Funktion (i — i) € R\ S gibt.
Dann ist folgende Sprache unentscheidbar:

C(S) = {w | die von der deterministischen Turingmaschine M,
berechnete Funktion liegt in S}

= {w | die Turingmaschine M,, berechnet eine Funktion f,
welche fiir jede Eingabe die Zahl 36 berechnet}

1 Punkt: richtige Antwort (anwendbar) bzw. es wird versucht, den Satz anzuwenden
1 Punkt: Definition von S

e 1 Punkt: ,,S nicht leer“-Beweis

1 Punkt: ,S nicht gleich R“-Beweis

1 Punkt: ,,C(S) = - - - “-Beweis

Es ist unentscheidbar, ob eine gegebene deterministische Turingmaschine fiir jede Eingabe
i € N eine Zahl j > i berechnet. (5 Punkte)

LOSUNGSVORSCHLAG: Der Satz ist anwendbar.

Sei S die Menge aller (partiellen oder totalen) Funktionen f, sodass gilt f(i) > ¢ fiir alle 4.
S ist nicht leer. Z.B.ist (i— i+ 1) € S.

S ist auch nicht gleich R, weil es z. B. die Funktion (i — i) € R\ S gibt.

Dann ist folgende Sprache unentscheidbar:

C(S) = {w | die von der deterministischen Turingmaschine M,
berechnete Funktion liegt in S}

= {w | die Turingmaschine M,, berechnet eine Funktion f,
welche fiir jede Eingabe ¢ € N eine Zahl f(i) > ¢ berechnet}
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1 Punkt:
1 Punkt:
1 Punkt:
1 Punkt:
1 Punkt:

richtige Antwort (anwendbar) bzw. es wird versucht, den Satz anzuwenden
Definition von &

,,S nicht leer“-Beweis

,»O nicht gleich R“-Beweis

»,C(S) = - “-Beweis
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Losung Aufgabe 5 (Komplexitit): (16 Punkte)

a) Wir erinnern zunéchst an die Definition des CLIQUE-Problems:

gegeben: ein ungerichteter Graph G = (V, E') und eine Zahl k € N
gefragt:  Besitzt G eine Clique der Gréfle mindestens k7

Ein anderes, weniger bekanntes Problem ist FRIENDS:

gegeben: eine endliche Menge von Personen P,
eine endliche Menge von Mengen K C P(P), sodass jede Menge K € K
einen Freundeskreis darstellt und
eine Zahl m € N

gefragt:  Existiert einen Freundeskreis K € K, sodass |K| > m?

Der folgende Beweis ist falsch. Finden Sie und erkliren Sie den Fehler. (6 Punkte)

Satz: P = NP.

Beweis: Das FRIENDS-Problem ist in P, denn ein Polynomialzeitalgorithmus kénnte einfach K durch-
laufen und fiir jede Menge K € K priifen, ob |K| > m.

Dennoch ist FRIENDS auch NP-schwer. Der Beweis erfolgt mithilfe einer Polynomialzeit-Reduktion
vom NP-schweren Problem CLIQUE auf FRIENDS. Die Reduktionsfunktion ist definiert wie folgt:

)

f(V,E),k)=( V , {V'|V'ist eine Clique von (V,E)}, k
— —
P .= K := m =

Diese Funktion ist offensichtlich total und berechenbar. Sie ist auch korrekt:
((V,E),k) € CLIQUE

g.d.w. (V, E) besitzt eine Clique der Grofie k

g.d.w. es existiert K € {V’| V' ist eine Clique von (V, E)}, sodass |K| > m

g.d.w. es existiert K € K, sodass |K| > m

g.d.w. (P,K,m) € FRIENDS.

FRIENDS ist sowohl NP-schwer als auch in P. Dies ist nur dann méglich, wenn P = NP.

LOSUNGSVORSCHLAG: Der Fehler liegt darin, dass f nicht polynomiell ist. Im Beweis
sollte ,lésst sich in Polynomialzeit berechnen® statt , berechenbar® stehen, aber das wére auch
nicht richtig, weil die Berechnung von K exponentiell ist.

o 3 Punkte: Ort des Fehlers korrekt identifiziert
e 3 Punkte: kurze Begriindung

Die Aufgabe wird auf dem ndchsten Blatt fortgesetzt.
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Fortsetzung von Aufgabe [5:
b) In der Vorlesung wurde das INDEPENDENT-SET-Problem vorgestellt:

gegeben: ein ungerichteter Graph G = (V, E') und eine Zahl k € N

gefragt:  Besitzt G eine unabhéngige Knotenmenge der Grofie k7

Fiir einen ungerichteten Graphen G = (V, E) ist V' C V eine unabhdingige Knotenmenge, wenn
keine zwei Knoten aus V' iiber eine Kante verbunden sind, d.h. u,v € V' impliziert {u,v} & FE.

Sie diirfen als bekannt annehmen, dass INDEPENDENT-SET N P-vollstéindig ist.

Auch fiir gerichtete Graphen G = (V, E) lassen sich unabhiingige Knotenmengen definieren. Fiir
einen gerichteten Graphen G = (V, F) ist V' C V eine unabhingige Knotenmenge, wenn keine
zwei Knoten aus V' iiber eine Kante verbunden sind, d.h. u,v € V' impliziert (u,v) ¢ E und
(v,u) ¢ E.

Nun fithren wir folgendes DIRECTED-INDEPENDENT-SET-Problem ein:

gegeben: ein gerichteter Graph G = (V| F) und eine Zahl k € N

gefragt:  Besitzt G eine unabhéngige Knotenmenge der Grofie k7

Beweisen Sie mithilfe einer Polynomialzeit-Reduktion, dass DIRECTED-INDEPENDENT-SET
N'P-schwer ist. (10 Punkte)

LOSUNGSVORSCHLAG: Wir zeigen INDEPENDENT-SET <, DIRECTED-
INDEPENDENT-SET.

Sei ((V,E),k) eine INDEPENDENT-SET-Instanz. Wir setzen f((V,E),k) = ((V,E’),k) mit
E'={(z,y) [{z,y} € E}.

Die Funktion f ist offensichtlich total und lésst sich in Polynomialzeit berechnen.

Korrektheit:

((V,E), k) € INDEPENDENT-SET
g.d.w. (V, E) besitzt eine unabhingige Knotenmenge V' der Grofle k
g.d.w. es existiert V', sodass: u,v € V' impliziert {u,v} ¢ E
g.d.w. es existiert V', sodass: u,v € V' impliziert (u,v) &€ {(z,y) | {z,y} € E}
g.d.w. es existiert V', sodass: u,v € V' impliziert (u,v) ¢ E’
g.d.w. (V, E') besitzt eine unabhéngige Knotenmenge V' der GroBe k
g.d.w. (V, E'), k) € DIRECTED-INDEPENDENT-SET

e 2 Punkte: ,INDEPENDENT-SET <, DIRECTED-INDEPENDENT-SET*
4 Punkte: Definition von f
— 1 Punkt: V

— 2 Punkte: E’

* 0 Punkte, falls £’ einfach als E definiert oder die ungerichtete Natur von F sonst
nicht beriicksichtigt

— 1 Punkt: k
1 Punkt: f ist (total und) polynomiell

e 3 Punkte: ,,g.d.w.“-Beweis
— 1 Punkt: erster und letzter Schritt
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— 2 Punkte: Ausfalten der Definitionen von INDEPENDENT-SET und DIRECTED-
INDEPENDENT-SET

e Insgesamt hochstens 2 Punkte, falls die Reduktion falsch herum ist
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