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Losungsvorschlag zur Ubung 5 zur Vorlesung
Formale Sprachen und Komplexitat

FSK5-1 Myhill und Nerode

a) SeiL = L(ab*c) eine Sprache tiber dem Alphabet X = {a,b, c}. Geben Sie fiir jedes
der folgenden Worter u;, i € {1,2,3}, eine kompakte Beschreibung der Aquiva-
lenzklasse [u;] der Nerode-Relation von L an.

i) U = abb

LOSUNGSVORSCHLAG:

Die Nerode-Aquivalenzklasse [u;] ist die Menge der Woérter v sodass
fir alle Worter w gilt: uyw € L g.d.w. vw € L. Fiir uy = abb sind die
Worter w mit u3w € L genau die Worter in der Sprache L(b*c). Die
Worter v mit vw € L fiir alle w € L(b*c) sind genau die Worter in der
Sprache L(ab*). Somit ist [abb] = L(ab*).

i) up =¢

LOSUNGSVORSCHLAG:

Esistew € L g.d.w. w € L. Fiir solche w gilt vw € L g.d.w. v = ¢, denn
fiir jedes andere v kann vw nicht genau ein a am Beginn des Wortes
enthalten. Somit ist [¢] = {e}.

iil) uz=c

LOSUNGSVORSCHLAG:

Es gibt kein w sodass cw € L ist. Somit ist [c] die Menge der Worter
v € X¥, fiir die mitjedem w gilt: vw ¢ L. Das ist der Fall fiirv € L(bX*),
v € L(cX*), v € L(aaX*), v € L(ab*aX*) und v € L(ab*cXX*), wobei £
der reguldre Ausdruck (a|b|c) ist. Somit ist

[c] = L((b|c|laa)X* | ab*aX* | ab*cXX")

b) Bestimmen Sie den Nerode-Index folgender Sprachen L;, i € {1,2,3}, tiber Alpha-
beten X; und entscheiden Sie mit dem Satz von Myhill und Nerode, welche der



Sprachen reguldr sind. Geben Sie fiir jede Sprache mit endlichem Nerode-Index
alle paarweise verschiedenen Aquivalenzklassen an (1 Reprisentant pro Klasse).

i) Ly = {aaab, aabb, abab, abbb, baab, babb, bbab, bbbb} mit ¥, = {a,b}

LOSUNGSVORSCHLAG:
Paarweise verschiedene Aquivalenzklassen:

€], [a], [aa], [aaa), [aaab], [aaaa]

Damit ist der Nerode-Index 6 und die Sprache ist regulér. (Nebenbei:
Eine endliche Sprache kann nur endlich viele Aquivalenzklassen ha-
ben, muss also regulér sein.)

ii) L3 = {a'bic*|i,j,k € Nund wenni=2,dannj < k} mit X3 = {a,b,c}

LOSUNGSVORSCHLAG:
Der Nerode-Index ist unendlich. Betrachte fiir jedes m € IN die Worter
Uy = aab™ und w, = c™t1. Es ist upw, = aab™c™t! € L, aber

UpWy, = aab"c™ !t ¢ Lj fiir jedes n > m. Somit ist [u1] # [un] fiir
jedes n > 1, [up] # [un] fir jedes n > 2, etc. Es gibt also unendlich
viele verschiedene Aquivalenzklassen, d.h. Index(~,) = co. Somit ist
L3 nicht regulér.

FSKS5-2 Pumping-Lemma fiir kontextfreie Sprachen

Zeigen Sie mit dem Pumping-Lemma fiir kontextfreie Sprachen, dass die Sprache L
{www | w € £*} tiber dem Alphabet ¥ = {a, b} nicht kontextfrei ist.

LOSUNGSVORSCHLAG:

Beweis mit dem Pumping-Lemma.

Sein € N+ beliebig.

Wir wihlen z € L als z = a"b*'a*'b" mit |z| > n.

Sei z = uvwxy eine beliebige Zerlegung von z, sodass |vx| > 1, [owx| < n und
uv'wx'y € L fiir jedes i € N. Wir wahlen i = 0. Sei z’ = uv®wx. Sei k = |vx|.
Wegen |vwx| < n sind nur folgende Fille moglich:

o 7/ = gtRpn—keg2npn itk +ky =k >1.Daz € List, gibt es ein w, sodass
7z = www ist. Dieses w muss von der Form a*b* sein. Somit muss sowohl
2(n — k1) = 2n gelten als auch 2n — k, = 2n. Diese Aussagen konnen aber
nicht beide wahr sein. Widerspruch.

o 7/ = a"p*"Fag?Rp" mit ky +k, = k > 1. Dann ist (mit der gleichen



Begriindung wie oben) z € L nur wenn sowohl 2n = 2n — k; als auch
2n = 2n — k; gilt, aber diese Aussagen konnen nicht beide wahr sein. Wi-
derspruch.

o 7/ = g"p?g2n—kipn—ke mitky + k, = k > 1. Dann ist z/ € L nur wenn sowohl
2n = 2n — ky als auch 2n = 2(n — ky) gilt, aber diese Aussagen konnen nicht
beide wahr sein. Widerspruch.

FSKS5-3 Reguliire und nicht-regulire Sprachen

a) Zeigen Sie, dass die Sprache {a'bick |, j,k € Nund wenni =2, dann j < k } tiber
dem Alphabet ¥ = {a, b, ¢} die Pumping-Eigenschaft erfiillt.

LOSUNGSVORSCHLAG:

Wir wiéhlen n = 4.

Sei z = a'bick € L mit |z| > n.

Wir miissen fiir jedes solche z eine Zerlegung z = uvw angeben mit |uv| <
n, |v| > 1und uv'w € L fiir alle ] € IN.

Vollstdandige Fallunterscheidung;:

e i = 2. Wihle die Zerlegung u = ¢, v = aa, w = bick. Es ist uv'w € L
fiir jedes I € IN, denn:

- Firl =1listudlw =z € L.

— Fiir | # 1 enthalt uv'w nicht genau 2 a’s und somit ist die Anzahl
der b’s und c’s wieder irrelevant.

e i > 4. Wihle die Zerlegung u = 4%, v = a, w = a’*b/c* mit |uv| < 4
und |v] > 1. Es ist uv'w € L fiir jedes I € N, da die Anzahl der a’s
in uv'w immer mindestens 3 ist und somit die Anzahl der b’s und ¢’s

irrelevant ist.
e i<4undi# 2 Wegen |z| > 4istj>1oderk > 1.

— Wenn j > 1: Wihle die Zerlegung u = a’, v = b, w = b/~ !cF mit
|uv| < 4 und |v| > 1. Esist uv'w € L fiir jedes | € IN, da die
Anzahl der a’s in uv'w immer i # 2 bleibt und somit die Anzahl
der b’s und c’s irrelevant ist.

— Wenn j = 0: Wahle die Zerlegung u = a', v = ¢, w = ¢*~1. Diese
Zerlegung erfiillt mit analoger Begriindung alle Bedingungen.

b) Sind die folgenden Sprachen L;, i € {1,2,3}, iiber den Alphabeten X; reguldr?
Wenn ja, geben Sie einen reguldren Ausdruck an, der L; erkennt. (Sie miissen



nicht beweisen, dass der reguldre Ausdruck L; erkennt.) Wenn nein, zeigen Sie
die Nichtregularitdt mit dem Pumping-Lemma fiir reguldre Sprachen.

i) Ly = {ac'ba’b|i,j € N} mit%; = {a,b,c}

LOSUNGSVORSCHLAG:
Regulér; Ly = L(ac*ba*b).

i) L = {a’b? | p € Nist prim} mit ¥, = {a,b}

LOSUNGSVORSCHLAG:

Nicht regulédr. Beweis mit dem Pumping-Lemma.

Sein € N+ beliebig.

Wir wihlen z € L, als z = a”bP, wobei p die kleinste Primzahl mit
p > nist. Damit ist |z| > n.

Sei z = uvw eine beliebige Zerlegung von z, sodass |uv| < n, |[v| > 1
und uv'w € L, fiir jedes i € IN. Da |uv| < nist, istv = a fiir ein
k € N-o.

Wir wiahlen i = 0. Das Wort uv'w hat weniger a’s als b’s und somit ist
uv'w ¢ Ly. Widerspruch.

iii) Lz = {a*"™! | n € N} mit X3 = {a}.

LOSUNGSVORSCHLAG:
Regulér; Lz = L(a(aa)*).

FSK5-4 Konservative Erweiterungen regulirer Ausdriicke

In der Praxis werden reguldre Ausdriicke hdufig mit weiteren Operatoren erweitert.
Eine solche Erweiterung ist konservativ, wenn die erweiterten reguldren Ausdriicke nur
reguldre Sprachen beschreiben. Geben Sie in jeder Teilaufgabe an, ob die beschriebene
Erweiterung konservativ ist, und beweisen Sie Ihre Antwort. Dabei sei « ein reguldrer
Ausdruck iiber einem beliebigen Alphabet.

a) «?: Teilworter, die von a erkannt werden, diirfen vorkommen, miissen aber nicht.
Die Semantik von a? ist also L(a?) = {e} U L(a).

LOSUNGSVORSCHLAG:

Die Erweiterung ist konservativ. Es ist L(a?) = L(ale), das heifit jeder Teil-
ausdruck a? kann durch den reguldren Ausdruck «|e ersetzt werden, ohne
die Bedeutung des gesamten Ausdrucks zu dndern.



b) a™:wie a*, aber « muss mindestens einmal vorkommen.

L(a™) = U L(x)' = L(a) UL(&)?UL(x)3U - - -

i€N-g

LOSUNGSVORSCHLAG:
Konservativ, denn L(a™) = L(aa*).

o) al?} miti,j € Nundi < j: wie a*, aber & muss mindestens i-mal und darf
hochstens j-mal wiederholt werden.

L(aliity = U L(a)* = L(a)' UL(&) "' U L(&)2U---UL(a)
k=i

LOSUNGSVORSCHLAG:
Konservativ, denn

L(alh) = L(an ... ap?a?...a?)

i-mal (j—1)-mal

d) \n mitn € IN. In einem reguldren Ausdruck « bezeichnen wir den n-ten Teilaus-
druck der Form («) (wobei ag ein reguldrer Ausdruck ist) als die n-te Capturing
Group. Ein Teilausdruck \7 in « wird dann als Backreference bezeichnet und er-
kennt genau die Zeichenkette, die von ag erkannt wurde. Beispielsweise erkennt
(a|b)\1 die Worter aa und bb, aber nicht ab oder ba.

LOSUNGSVORSCHLAG:
Nicht konservativ. Der Ausdruck ((a|b)*)\1 erkennt die Sprache {ww | w €
{a,b}*}, die bekanntlich nicht regulér ist.
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