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Losungsvorschlag zur Ubung 2 zur Vorlesung
Formale Sprachen und Komplexitat

Wenn Sie Automaten angeben, tun Sie dies immer in Form eines Zustandsgraphen. An-
dere Formen der Darstellung (z.B. als Liste von Ubergingen) werden nicht gewertet, da
sie sehr viel aufwandiger zu korrigieren sind. Vergessen Sie nicht, im Zustandsgraphen
Start- und Endzustdande zu markieren.

FSK2-1 Grammatiken und Elimination von e-Produktionen

a) Geben Sie kontextfreie Grammatiken (ggf. mit e-Produktionen) an, die folgende
Sprachen tiber dem Alphabet X = {a,b} erkennen:

i) Li={caw|ce X, weX*}

LOSUNGSVORSCHLAG:
Gi = ({S,C,W}, %, P}, S) mit

Pp={S—CaW,C—a,C—bW—¢e W—aW, W— bW}
i) L, = {aawbb | w € £*}

LOSUNGSVORSCHLAG:
Gy = ({S,W},%,{S — aaWbb, W — &, W — aW, W — bW}, S)

b) Betrachten Sie die Grammatik G = ({A, B,C}, {a,b}, P, A) mit Produktionen
P={A—aBbC, A — AaA,B—¢ B— CC,C — BB}

Geben Sie eine zu G dquivalente Grammatik G’ ohne e-Produktionen an. Verwen-
den Sie den Algorithmus zur Elimination von e-Produktionen aus der Vorlesung
und geben Sie die Zwischenschritte Threr Berechnung an. (Das ermdglicht uns,
Ihnen bei kleinen Fehlern noch Teilpunkte zu geben.)

LOSUNGSVORSCHLAG:

¢ Finde die Menge W der Variablen D mit D =* ¢, wobei D nicht das
Startsymbol ist.



— Initial W := {B},da B — eund B # A.
- Wegen C — BB und B € W muss C € W sein, also W := {B, C}.

— Wegen B — CC und C € W muss B € W sein, aber das war es
auch vorher schon.

— Es gibt keine weiteren Produktionen der Form D — E; ... E, mit
Ei,...,E, € W,alsoist W = {B,C}.

¢ Entferne Produktionen der Form D — &, wobei D nicht das Startsym-
bol ist:

P':={A — aBbC, A — AaA, B— CC, C — BB}

e Fiir Produktionen der Form D — uEv € P’ mit |uv| > Ound E € W,
fiige D — uv zu P’ hinzu.
- Wegen B — CC € P: P := P'U{B — C}.
- Wegen C — BB € P": P/ := P"U{C — B}.
- Wegen A — aBbC € P": P' := P U{A — abC}.
- Wegen A — aBbC € P": P! := P'U{A — aBb}.
- Wegen A — aBb € P": P/ .= P'U{A — ab}.

- Wegen A — abC € P": P’ := P'U{A — ab}, aber diese Produk-
tion war bereits enthalten.

— Es gibt keine weiteren Produktionen der gewtinschten Form in
P’, also ist

P’={A%aBbC,A—)AaA,B%CC,C—)BB,B—)C,C—)B,
A — abC, A — aBb, A — ab}

FSK2-2 DFAs und Minimierung

a) Geben Sie DFAs an, die folgende Sprachen tiber dem Alphabet ¥ = {4, b} erken-
nen:

i) L1 ={caw|ce X, weX*}

LOSUNGSVORSCHLAG:



,b

b
a,b

i) L, = {aawbb | w € £*}
LOSUNGSVORSCHLAG:

@a@a%b@b

Miillzustand

(Das sind die gleichen Sprachen wie in Aufgabe [FSK2-1})

b) Minimieren Sie die folgenden DFAs. Verwenden Sie die tabellarische Variante des
Algorithmus zur Minimierung von DFAs aus der Vorlesung (nicht die graphische
Variante und nicht den Algorithmus aus vorherigen Jahren). Geben Sie die Parti-
tionstabelle und den minimalen DFA an.

i) DFA A; iiber dem Alphabet ¥ = {+,—,.,0,...,9} (bekannt aus der Vorle-
sung):



Muiillzustand

o

LOSUNGSVORSCHLAG:
Partitionstabelle:

Z0 21 Z2 26 Z10 | 23 Z4 25 Z7 28 49

Z0 21 22 Z¢ | Z10 | 23 Z4 Z5 Zy Z§ Z9 mit 0
Z0 | 21 22 Ze¢ | Z10 | 23 24 25 Zy Zg Z9 mit+
Zo | Z1 ‘ Z2 Zg | 210 | 23 Z5 Z7 Z9g ‘ Z4 Z§ mit .

Sie diirfen (und sollten verniinftigerweise) Mengen von Symbolen, die
immer zusammen vorkommen, fiir diesen Algorithmus als ein Symbol
betrachten. Beispielsweise miissen Sie bei dem gegebenen Automaten
nicht separat priifen, ob 0, 1, 2, ..., 9 zu einer Partitionierung fiihren;
es gentigt, ein Symbol aus dieser Menge zu priifen.

Aus der Partitionierung ergibt sich der Minimalautomat:



(In diesem Fall ist der urspriinliche Automat womoglich besser lesbar
und verstandlich als der Minimalautomat. Fiir viele Algorithmen und
Beweise sind Minimalautomaten aber trotzdem wichtig.)

FSK2-3 Kleine Automaten

a) Sei A; ein DFA mit Alphabet > und genau einem Zustand. Zeigen oder widerle-
gen Sie: Es ist entweder L(A;) = X* oder L(A;) = @.

LOSUNGSVORSCHLAG:

Stimmt. Der Automat hat genau einen Zustand zo (der also auch Startzu-
stand ist) und muss Ubergénge 20 2 zp fiir jedes a € X haben. Wenn zj ein
Endzustand ist, akzeptiert A; somit jedes Wort in >*. Wenn zy kein Endzu-
stand ist, akzeptiert A; kein Wort.



b) Zeigen Sie: Fiir jeden DFA A mit Alphabet ¥ = {4,b} und genau vier Zustinden

gilt: Wenn fiir jede natiirliche Zahl n > 1 das Wort a" e L(A) ist, dann ist auch
a2 € L(A).

LOSUNGSVORSCHLAG:

In A muss es mindestens eine Schleife aus a-Ubergéngen geben, die einen
Endzustand enthilt, da a-Sequenzen mit Lange > 4 erkannt werden, aber
A nur 4 Zustiande hat.

Sei zg der Startzustand von A. Sei z;, = (zo,a'?) der Zustand, in dem wir
uns nach Lesen von a2 befinden. Dieser Zustand z,, muss Teil einer Schleife
sein, da A nur 4 Zustdnde hat. Sei s € {1,2,3,4} die Lange dieser Schleife.
Es gilt somit fiir jedes k € IN: S (2w, 8%%) = z4p.

Wir zeigen, dass z,, ein Endzustand ist. Fallunterscheidung tiiber s:

42 5(zo0,a 12+4) ( ) Zu

e Fiirs = 1 gilt 3(z0,a*) = &(
3(z0,a'2+4) = 3(z0, 822) = 24
5(
5(

62

0 20, 12+24) (S<sz ) = Zy

)

e Fiirs = 2 gilt 4(zg,a%’)
e Fiir s = 3 gilt §(z9,a%)
)

42

e Fiirs = 4 gilt 6(z9,a 6(z0,a'2t4) = 5(zy, a'?) = z,

In allen Fallen gibt es also ein n € IN+( mit S (zo, a”z) = zy, sodass z ein
Endzustand sein muss. Damit ist a'> € L(A). (Ubrigens ist 12 die kleinste
Nicht-Quadratzahl mit dieser Eigenschaft.)

FSK2-4 Grammatik-Konkatenation

Seien G; und G, Typ i-Grammatiken (fiir i € {0,...,3}), sodass ¢ ¢ L(G1) und ¢ ¢
L(Gy).

Zeigen oder widerlegen Sie fiir alle i: Es gibt eine Grammatik H vom Typ i, sodass
L(H) = L(G1)L(Gy). (Die Sprache von H ist also die Konkatenation der Sprachen von
G1 und Gz)

LOSUNGSVORSCHLAG:

Ja, dies gilt fiir alle i. Sei G; = (V3, %1, Py, S1) und Gy = (V, Xy, P2, S2).

Es liegt nahe, die Alphabete, Variablen und Produktionsregeln von G; und G
zu vereinigen, und ein neues Startsymbol Sy einzufiithren. Mit einer zuséatzlichen
Regel: Sy — $15; konnen dann Satzformen hergeleitet werden, von der aus man
mit den Regeln in P; aus S genau die Worter aus L(Gq) herleiten kann, und mit
den Regeln in P, aus S; genau die Worter aus L(Gy).

Fir Grammatiken der Typen 0, 1 und 2 kénnte man also H = (Vy, Xy, Py, Su)



wie folgt konstruieren:

¢ Sei Sy eine neue Variable (d.h. Sy ¢ V1 U V;)
® VH:V1UV2U{SH}
o ZH = 21 U 22

e Py="P UPQU{SH — 5152}

Es gibt allerdings ein Problem, falls die Mengen der Variablen und Alphabete
nicht disjunkt sind. Um das zu beheben, verwenden wir folgende Konstruktion:

e Fiihre fiir jedes A € V4 N (V, U %,) eine neue Variable A’ ein und ersetze A
in Gy durch A’ (sowohl in V; als auch in P; und eventuell in S7).

e Fiihre analog fiir jedes A € V, NX; eine neue Variable A’ ein und ersetze A
in G, durch A’.

¢ Fiihre fiir jedes a € X1 N Xy, welches auf der linken Seite einer Produktions-
regel von P; vorkommt, eine Variable V, ein, ersetze jedes a in P; durch V,
und fiige die Produktionsregel V;, — a zu P; hinzu.

¢ Fiihre analog fiir jedes a € X; N X, welches auf der linken Seite einer Pro-
duktionsregel von P, vorkommt, eine Variable V, ein.

Bei Typ-3-Grammatiken stoflen wir noch auf ein weiteres Problem: Sie erlauben
keine Regel der Form Sy — 51S;. Wir konnen aber die Konstruktion wie folgt
abdndern:

o Sstl
e Vuy=ViuW,
e Ypy=X1UX,

L4 PH:PnUPCUPZ
wobei P, = {A —aB | (A — aB) € P}
und P. = {A —»aS' | (A —a) € P}

Produktionsregeln aus P; der Form A — a (also solche die in G; dazu die-
nen den letzten Buchstaben eines Wortes herzuleiten) werden umgeschrieben zu
A — aS;. Dadurch kann nach dem letzten Buchstaben der von den Regeln aus
G; erzeugt wird mit dem Startsymbol von G, und den entsprechenden Regeln
weitergemacht werden. (Alternativ hitten wir bei Typ-3-Sprachen auch einfach
tiber die Abschlusseigenschaften argumentieren konnen.)
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