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Wiederholung: PDAs

Definition
Ein (nichtdeterministischer) Kellerautomat (pushdown automaton, PDA) ist ein
6-Tupel M = (Z,%,T,6, zo, #), wobei:

> / ist eine endliche Menge von Zustanden

» 3 ist das (endliche) Eingabealphabet

» [ ist das (endliche) Kelleralphabet

> §:Z x (ZU{e}) xT — Pe(Z x '*) ist die Uberfiihrungsfunktion

» 7, € Z ist der Startzustand

» # e[ ist das Startsymbol im Keller.
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Kontextfreie Sprachen werden von PDAs akzeptiert

Fir jede kontextfreie Sprache L gibt es einen PDA M mit L(M) = L.

Beweis Sei G = (V, X, P,S) mit L(G) = L \ {€} eine kontextfreie Grammatik in
Greibach-Normalform.
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Kontextfreie Sprachen werden von PDAs akzeptiert

Satz
Fir jede kontextfreie Sprache L gibt es einen PDA M mit L(M) = L.
Beweis Sei G = (V, X, P,S) mit L(G) = L \ {€} eine kontextfreie Grammatik in
Greibach-Normalform.
Grundgedanke:
> Wir definieren M, sodass er eine Linksableitung S =* a1 - -- a,, simuliert.

» Da G in Greibach-Normalform ist, ist eine Linksableitung nach i Schritten immer
von der Form S =" a;---a;B1 -+ B;.

> Beginne Simulation mit Eingabe a; ---a, und S auf dem Keller.
» Nach 7 Schritten ist a; - - - a; verarbeitet und By - - - B; auf dem Keller.
» [nsbesondere ist nach n Schritten a; - - - a, verarbeitet und € auf dem Keller.
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Kontextfreie Sprachen werden von PDAs akzeptiert

Beweis (Fortsetzung) Sei G = (V, %, P, S) mit L(G) = L\ {&} eine kontextfreie
Grammatik in Greibach-Normalform.

Sei M= ({z},%,V,0,20,S) ein PDA, sodass

6(20,a,A) :={(20,.B1---Bp) | (A— aB1---B,) € P}

6(z0,€,A) := {{(20,8)} fallse € Lund A= S
0 sonst
Im Skript wird L(M) = L gezeigt. O
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Beispiel fiir die Konstruktion eines PDA aus einer Grammatik

Kontextfreie Grammatik in Greibach-Normalform:

G =({S B,C} {ab},{S—aB B—b|aBC,C— b},S)
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Beispiel fiir die Konstruktion eines PDA aus einer Grammatik

Kontextfreie Grammatik in Greibach-Normalform:

G=({S B, C},{a b}, {S—aB,B—b|aBC,C— b},S)
PDA zu G: M = ({z},%L,V, 0, 29, S) mit

6(z0,a, 5) :={(20.B)} (20, b,B) :={(20.€)} (20,2, B) := {(20, BC)}
0(z0,b,C) :={(20,6)} (20,¢c,A) :=0 sonst (fir c € ~U{e})
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Beispiel fiir die Konstruktion eines PDA aus einer Grammatik

Kontextfreie Grammatik in Greibach-Normalform:
G=({SB,C} {ab},{S—aB, B—b|aBC, C — b},S)
PDA zu G: M = ({z},%L,V, 0, 29, S) mit
0(z0,a,S) = {(20,B)} 0(z0,b,B) :={(20,€)} (20,2, B) :={(z,BC)}

) =A =
0(z0,b,C) :={(20,6)} (20,¢c,A) :=0 sonst (fir c € ~U{e})

Eine Konfigurationsfolge von M fiir die Eingabe @aaabbb ist

(z0, @aaabbb, S)
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Beispiel fiir die Konstruktion eines PDA aus einer Grammatik

Kontextfreie Grammatik in Greibach-Normalform:
G=({SB,C} {ab},{S—aB,B—b|aBC, C — b},S)
PDA zu G: M = ({z},%L,V, 0, 29, S) mit
0(z0,a,5) = {(20,B)} 0(z0,b,B) :={(20,€)} (20,2, B) :={(z,BC)}

) =A =
0(z0,b,C) :={(20,6)} (20,¢c,A) :=0 sonst (fir c € ~U{e})

Eine Konfigurationsfolge von M fiir die Eingabe @aaabbb ist

(z0, aaabbb, S) F (zy, aabbb, B)
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Beispiel fiir die Konstruktion eines PDA aus einer Grammatik

Kontextfreie Grammatik in Greibach-Normalform:
G=({SB,C} {ab},{S—aB, B—b|aBC,C — b},S)
PDA zu G: M = ({z},%L,V, 0, 29, S) mit
0(z0,a,S) = {(20,B)} 0(z0,b,B) :={(20,€)} (20,2, B) :={(z,BC)}

) =A =
0(z0,b,C) :={(20,6)} (20,¢c,A) :=0 sonst (fir c € ~U{e})

Eine Konfigurationsfolge von M fiir die Eingabe @aaabbb ist

(20, @aaabbb, S) & (zy, aabbb, B) - (zg, abbb, BC)
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Beispiel fiir die Konstruktion eines PDA aus einer Grammatik

Kontextfreie Grammatik in Greibach-Normalform:

G=({S B,C}{ab},{S—aB B—b|aBC,C— b} S)

PDA zu G: M = ({z},%L,V, 0, 29, S) mit
0(z0,a,S) = {(20,B)} 0(z0,b,B) :={(20,€)} (20,2, B) :={(z,BC)}
0(20,b,C) :={(20,€)} (20,c,A) :=0 sonst (fir ce TU{e})
Eine Konfigurationsfolge von M fiir die Eingabe @aaabbb ist
(20, @aaabbb, S) + (zy, aabbb, B) \ (zg, abbb, BC)
- (2o, bbb, BCC)
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Beispiel fiir die Konstruktion eines PDA aus einer Grammatik

Kontextfreie Grammatik in Greibach-Normalform:

G =({S B,C} {ab},{S—aB B—b|aBC,C— b},S)

PDA zu G: M = ({z},%L,V, 0, 29, S) mit
6(z0,a 5) :={(20.B)} (20,0, B) :={(20.,€)} (20,2, B) := {(20, BC)}
0(20,b,C) :={(20,€)} (20,c,A) :=0 sonst (fir ce TU{e})
Eine Konfigurationsfolge von M fiir die Eingabe @aaabbb ist
(20, @aaabbb, S) & (zy, aabbb, B) \ (zg, abbb, BC)
- (20, bbb, BCC) I (2o, bb, CC)

Aquivalenz von kontextfreien Sprachen und von Kellerautomaten 5/16 Existenz von PDAs



Beispiel fiir die Konstruktion eines PDA aus einer Grammatik

Kontextfreie Grammatik in Greibach-Normalform:

G =({S B,C} {ab},{S—aB B—b|aBC,C— b},S)

PDA zu G: M = ({z},%L,V, 0, 29, S) mit
6(z0,a, 5) :={(20.B)} (20, b,B) :={(20.€)} (20,2, B) := {(20, BC)}
0(20,b,C) :={(20,€)} (z0,c,A) :=0 sonst (fir ce TU{e})
Eine Konfigurationsfolge von M fiir die Eingabe @aaabbb ist
(20, @aaabbb, S) & (zy, aabbb, B) \ (zg, abbb, BC)
- (20, bbb, BCC) I (29, bb, CC) F (29, b, C)
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Beispiel fiir die Konstruktion eines PDA aus einer Grammatik

Kontextfreie Grammatik in Greibach-Normalform:

G =({S B,C} {ab},{S—aB B—b|aBC,C— b},S)

PDA zu G: M = ({z},%L,V, 0, 29, S) mit
6(z0,a, 5) :={(20.B)} (20, b,B) :={(20.€)} (20,2, B) := {(20, BC)}
0(20,b,C) :={(20,€)} (z0,c,A) :=0 sonst (fir ce TU{e})
Eine Konfigurationsfolge von M fiir die Eingabe @aaabbb ist
(20, @aaabbb, S) & (zy, aabbb, B) \ (zg, abbb, BC)
- (20, bbb, BCC) I (20, bb, CC) F (20, b, C) F (20, €, €)
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Beispiel fiir die Konstruktion eines PDA aus einer Grammatik

Kontextfreie Grammatik in Greibach-Normalform

G =({S B,C} {ab},{S—aB B—b|aBC,C— b},S)

Eine Konfigurationsfolge von M fiir die Eingabe @aaabbb ist

Die entsprechende Linksableitung von G ist
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Beispiel fiir die Konstruktion eines PDA aus einer Grammatik

Kontextfreie Grammatik in Greibach-Normalform

G =({S B,C} {ab},{S—aB B—b|aBC,C— b},S)

Eine Konfigurationsfolge von M fiir die Eingabe @aaabbb ist

(20, aaabbb, S)

Die entsprechende Linksableitung von G ist

S
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Beispiel fiir die Konstruktion eines PDA aus einer Grammatik

Kontextfreie Grammatik in Greibach-Normalform

G =({S B,C} {ab},{S—aB B —b|aBC,C— b},S)

Eine Konfigurationsfolge von M fiir die Eingabe @aaabbb ist

(z0, aaabbb, S) F (zy, aabbb, B)

Die entsprechende Linksableitung von G ist

S=aB
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Beispiel fiir die Konstruktion eines PDA aus einer Grammatik

Kontextfreie Grammatik in Greibach-Normalform

G=({S B, C} {ab},{S—aB B—b|aBC,C— b} S)

Eine Konfigurationsfolge von M fiir die Eingabe @aaabbb ist

(20, aaabbb, S) F (z9, aabbb, B) \ (zg, abbb, BC)

Die entsprechende Linksableitung von G ist

S = aB = aaBC
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Beispiel fiir die Konstruktion eines PDA aus einer Grammatik

Kontextfreie Grammatik in Greibach-Normalform
G=({SB,C} {ab},{S—aB, B—b|aBC, C— b},S)
Eine Konfigurationsfolge von M fiir die Eingabe @aaabbb ist
(20, aaabbb, S) F (z9, aabbb, B) \ (zg, abbb, BC)

- (2o, bbb, BCC)

Die entsprechende Linksableitung von G ist

S = aB = aaBC = aaaBCC
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Beispiel fiir die Konstruktion eines PDA aus einer Grammatik

Kontextfreie Grammatik in Greibach-Normalform
G=({SB,C} {ab},{S—aB, B—b|aBC, C — b},S)
Eine Konfigurationsfolge von M fiir die Eingabe @aaabbb ist
(20, aaabbb, S) F (z9, aabbb, B) + (zg, abbb, BC)

- (20, bbb, BCC) I (2o, bb, CC)

Die entsprechende Linksableitung von G ist

S = aB = aaBC = aaaBCC = aaabCC
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Beispiel fiir die Konstruktion eines PDA aus einer Grammatik

Kontextfreie Grammatik in Greibach-Normalform
G=({SB,C} {ab},{S—aB, B—b|aBC, C — b},S)
Eine Konfigurationsfolge von M fiir die Eingabe @aaabbb ist
(20, aaabbb, S) F (z9, aabbb, B) + (zg, abbb, BC)

- (20, bbb, BCC) I (20, bb, CC) F (29, b, C)

Die entsprechende Linksableitung von G ist

S = aB = aaBC = 3aaBCC = 3aabCC = aaabbC
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Beispiel fiir die Konstruktion eines PDA aus einer Grammatik

Kontextfreie Grammatik in Greibach-Normalform
G=({SB,C} {ab},{S—aB, B—b|aBC, C — b},S)
Eine Konfigurationsfolge von M fiir die Eingabe @aaabbb ist
(20, aaabbb, S) F (z9, aabbb, B) + (zg, abbb, BC)

- (20, bbb, BCC) I (29, bb, CC) F (20, b, C) I (20, €, €)

Die entsprechende Linksableitung von G ist

S = aB = aaBC = aaaBCC = 3aabCC = aaabbC = aaabbb
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Die akzeptierte Sprache von PDAs ist kontextfrei

Sei M = (Z,%,V,0,20,S) ein PDA. Dann ist L(M) kontextfrei.
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Die akzeptierte Sprache von PDAs ist kontextfrel

Satz
Sei M =(Z,%,V,6, 20,S) ein PDA. Dann ist L (M) kontextfrei.

Beweis Grundgedanke:
> Nehme 0.B.d.A. an, dass M maximal 2 Kellersymbole erzeugt.

» Definiere Grammatik mit der sogenannten Tripelkonstruktion:

» Die Variablen der Grammatik sind Tripel (Z/, A, Z), die alle Worter w erzeugen,
die den PDA von z' mit Kellerinhalt A und Wort w zu z und leeren Keller fiihren.
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Die akzeptierte Sprache von PDAs ist kontextfrei

Sei M = (Z,%,V,0,20,S) ein PDA. Dann ist L(M) kontextfrei.

Beweis (Fortsetzung)
> Die Produktionen sind (fiir a € ¥ U {e})

A a):
(/A z) — a, wenn (Aa):e
A a): B
(', A, z) = a(Z", B, z), wenn Q (A2) @

' MeZ

A a): BC
(/A z) = a(Z", B, z"){z", C,z), wenn ( 3)
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Die akzeptierte Sprache von PDAs ist kontextfrei

Sei M =(Z,%,V,0, 25, S) ein PDA. Dann ist L(M) kontextfrei.

Beweis (Fortsetzung) Nehme 0.B.d.A. an, dass M ein PDA mit k < 2 fiir alle
(Z/,B1---Bk) €6(z,a,A) (und a € U {e}) ist.
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Die akzeptierte Sprache von PDAs ist kontextfrel

Satz
Sei M =(Z,%,V,0, 25, S) ein PDA. Dann ist L(M) kontextfrei.

Beweis (Fortsetzung) Nehme 0.B.d.A. an, dass M ein PDA mit k < 2 fiir alle
(Z/,By-+-Bk) €6(z,a,A) (und a € X U{e}) ist.
Konstruiere G = (V, 2, P, S) (mit 2. Sonderregel), wobei S ein neues Symbol ist und
V ={S}u{(zi,A z)|z.zze Z AcT}
P:={S— (z,#.,2) | z€ Z}
U{(Z,A z)—a
| (z,e)ed(Z,a,A),aeruU{e}, AeTl}
U{({Z,A z)— a(Z" B, 2z)
| (z2/,B)ed(Z,a,A),zeZ aeU{e}, AeT}
u{(z',A z)— a(z" B, 2" {Z" C, z)
| (2", BC)€d(Z,a A),z,72"eZ acxU{e}, AeT}
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Beispiel fiir die Tripelkonstruktion

PDA M:
(#.a): B#, (#.¢):¢e, (B,a): BB (B.b):e, (#.¢€):¢

(B,b):¢e

»( 2

z1

) 4
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Beispiel fiir die Tripelkonstruktion

PDA M:
(#.a): B#, (#.¢):¢e, (B,a): BB (B.b):e, (#.¢€):¢

& (B'b):g 6
»>( 2 > 4

Grammatik zu M: G = (V, L, P, S) mit
V = {5, <Zo, B,Zo), <Zo, B, 21>, <Zl, B, Zo), <21, B,21>,
(20, #. 20). (20, #. 21), (Z1, #. 20), {z1, #, 21) }
P={S—= (2. #. 2.5~ (Zor#,21>}

U{(z0, B.21) = b, (21, B, z1) = b, (20, #, 20) — €, {21, #,21) — €}

U {(z0, #, 20) = a(z0, B, 20)(20, #, 20), (20, #, 20) — {20, B, z1)(z1, #, 20),
(20, #, 21) = a(z0, B, 20)(20, #. 21), (20, #, 21) — (20, B, 21)(z1, #, 71),
<Zo, B,Zo> — a<Zo, B Zo><Zo B Zo> (Zo, B,Zl> — a<Zo, B,Zo>< B Zl>
<Zo, B,Zo> — a<Zo, B Zl><21 B ZQ> <ZQ, B,Zl> — 2<Zo, B,Zl><21 B Zl>}
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Beispiel fiir die Tripelkonstruktion

PDA M:
(#.a): B#, (#.¢):¢e, (B,a): BB (B.b):e, (#.¢€):¢

(% e ’C%
»>( 2

Grammatik zu M: G = (V, L, P, S) mit
V = {5, <Zo, B,Zo), <Zo, B, 21>, <Zl, B, Zo), <21, B,21>,
(20, #. 20). (20, #. 21), (Z1, #. 20), {z1, #, 21) }
P={S = (20.#. 20). 5—>(Zo #, 21>}

U{(z0, B, z21) = b, (21, B, z1) = b, {20, #, 20) — €, {21, #,21) — €}

U {{z0, #, 20) — a<Zo B, 20)(20, #, 20), (20, #, 20) — a(20, B, z1)(21, #, 20),
(20, #, 21) = a(z0, B, 20)(20, #. 21), (20, #, 21) — (20, B, 21)(z1, #, 71),
<Zo, B,Zo> — a<Zo, B Zo><Zo B Zo> <Zo, B,Zl> — a<Zo, B,Zo>< B Zl>
<Zo, B,Zo> — a<Zo, B Zl><21 B ZQ> <ZQ, B,Zl> — 2<Zo, B,Zl><21 B Zl>}
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Beispiel fiir die Tripelkonstruktion

PDA M:
(#.a): B#, (#.¢):¢e, (B,a): BB (B,b) €, (#.¢):¢

& (B'b):g él)
»>( 2 > 4

Grammatik zu M: G = (V, L, P, S) mit
V = {5, <Zo, B,Zo), <Zo, B, 21>, <Zl, B, Zo), <21, B,21>,
(20, #. 20). (20, #. 21), (Z1, #. 20), {z1, #, 21) }
P={S—= (2. #. 2.5~ (Zor#,21>}

U{(z0, B.21) = b, (21, B, z1) — b, (20, #, 20) — €, (21, #,21) — €}

U {(z0, #, 20) = a(z0, B, 20)(20, #, 20), (20, #, 20) — {20, B, z1)(z1, #, 20),
(20, #, 21) = a(z0, B, 20)(20, #. 21), (20, #, 21) — (20, B, 21)(z1, #, 71),
<Zo, B,Zo> — a<Zo, B Zo><Zo B Zo> <Zo, B,Zl> — a<Zo, B,Zo>< B Zl>
<Zo, B,Zo> — a<Zo, B Zl><21 B ZQ> <ZQ, B,Zl> — 2<Zo, B,Zl><21 B Zl>}
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Beispiel fiir die Tripelkonstruktion

PDA M:
(#.,2): B#, (#.¢):¢, (B,a): BB (B.b):e, (#.¢€):¢

& (B'b):g 6
»>( 2 > 4

Grammatik zu M: G = (V, L, P, S) mit
V = {5, <Zo, B,Zo), <Zo, B, 21>, <Zl, B, Zo), <21, B,21>,
(20, #. 20). (20, #. 21), (Z1, #. 20), {z1, #, 21) }
P={S—= (2. #. 2.5~ (Zor#,21>}

U{(z0, B.z1) = b, (21, B, z1) = b, (20, #, 20) — €, {21, #, 21) — €}

U {(z0, #, 20) = a(z0, B, 20)(20, #, 20), (20, #, 20) — {20, B, z1)(z1, #, 20),
(20, #, 21) = a(z0, B, 20)(20, #. 21), (20, #, 21) — (20, B, 21)(z1, #, 71),
<Zo, B,Zo> — a<Zo, B Zo><Zo B Zo> <Zo, B,Zl> — a<Zo, B,Zo>< B Zl>
<Zo, B,Zo> — a<Zo, B Zl><21 B ZQ> <ZQ, B,Zl> — 2<Zo, B,Zl><21 B Zl>}
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Beispiel fiir die Tripelkonstruktion

PDA M:
(#.a): B#, (#.¢):¢e, (B,a): BB (B,b): €, (#.¢):¢

& (B'b):g él)
»>( 2 > 4

Grammatik zu M: G = (V, L, P, S) mit
V = {5, <Zo, B,Zo), <Zo, B, 21>, <Zl, B, Zo), <21, B,21>,
(20, #. 20). (20, #. 21), (Z1, #. 20), {z1, #, 21) }
P={S—= (2. #. 2.5~ (Zor#,21>}

U{(z0, B.21) = b, (21, B, z1) = b, {20, #, 20) — €, (21, #,21) — €}

U {(z0, #, 20) = a(z0, B, 20)(20, #, 20), (20, #, 20) — {20, B, z1)(z1, #, 20),
(20, #, 21) = a(z0, B, 20)(20, #. 21), (20, #, 21) — (20, B, 21)(z1, #, 71),
<Zo, B,Zo> — a<Zo, B Zo><Zo B Zo> <Zo, B,Zl> — a<Zo, B,Zo>< B Zl>
<Zo, B,Zo> — a<Zo, B Zl><21 B ZQ> <ZQ, B,Zl> — 2<Zo, B,Zl><21 B Zl>}
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Beispiel fiir die Tripelkonstruktion

PDA M:
(#,2): B#, (#.,¢):¢e, (B,a): BB (B.b):e, (#.¢€):¢

& (B'b):g 6
»>( 2 > 4

Grammatik zu M: G = (V, L, P, S) mit
V = {5, <Zo, B,Zo), <Zo, B, 21>, <Zl, B, Zo), <21, B,21>,
(20, #. 20). (20, #. 21), (Z1, #. 20), {z1, #, 21) }
P={S—={(2.#. 20).5 = (20, #. 21)}

@] {<Zo B, Zl> — b, <Zl, B,Zl> — b, <Zo, #,Zo> — €, (Zl, #,Zl> — 6}

U {{z0, #, 20) — a(20, B, 20){(20, #. 20), {20, #, 20) — a{z0, B, z1){z1, #, o),
(20, #,21) = alz0, B, 20)(20, #. 21), (20, #. 21) = a(20, B, z1)(z1, #, 1),
<Zo, B Zo> — a<Zo B,Zo><Zo, B,Zo>, <Zo, B,Zl> — a<Zo, B,Zo>< B Zl>
<Zo, B Zo> — a(zo B,Zl><21, B,ZQ), <ZQ, B,Zl> — 2<Zo, B,Zl><21 B Zl>}
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Beispiel fiir die Tripelkonstruktion

PDA M:
(#.,2): B#, (#.¢):¢e, (B,a): BB (B.b):e, (#.¢€):¢

& (B'b):g 6
»>( 2 > 4

Grammatik zu M: G = (V, L, P, S) mit
V = {5, <Zo, B,Zo), <Zo, B, 21>, <Zl, B, Zo), <21, B,21>,
(20, #. 20). (20, #. 21), (Z1, #. 20), {z1, #, 21) }
P={S—= (2. #. 2.5~ (Zor#,21>}

U{(z0, B.21) = b, (21, B, z1) = b, (20, #, 20) — €, {21, #,21) — €}

U {(z0, #, 20) = a(z0, B, 20)(20, #, 20), (20, #, 20) — {20, B, z1)(z1, #, 20),
(20,4, 21) = a(z0, B, 20)(20, #. 21), (20, #, 21) — a(20, B, 21)(z1, #, 7).
(20, B, 20) — a(z0, B, 20){20, B, 20), (20, B, z1) — a(20, B, 20){20, B, z1),
(20, B, 20) — a({z0, B, z1){z1, B, z0), (20, B, 1) — a{z0, B, z1){z1, B, z1)}
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Beispiel fiir die Tripelkonstruktion

Diese Grammatik kann man noch vereinfachen, indem man untersucht, welche
Produktionen nie in einer erfolgreichen Ableitung verwendet werden konnen.
Das Ergebnis ist G' = (V/, %, P, S), wobei

V' ={S.(20, B, 1), (21, B, 1), (20, #. 20), (20, #. 21), (21, #, 1) }
P = {S = (z0,#. 20),
S — <ZO,#vzl>}
U{{z. B, z1) = b

<Zl B Zl>
(20, #, 20) =
(z1,#,21) — 5}
@] {<Zo Zl> — a<Zo B, Zl><Zl,#,Zl>,
<Zo 21> — a<Zo B, Zl><21, B,Zl>}

Diese Grammatik kann man noch weiter vereinfachen (siehe Skript).

Aquivalenz von kontextfreien Sprachen und von Kellerautomaten 11/16 Kontextfreiheit (Tripelkonstruktion)



Beispiel fiir die Tripelkonstruktion

PDA M:

(#,a): B#, (#.,¢):¢, (B,a):BB (B,b) g, (#.,¢€):¢

(B,b) : €
»{ 2 > 4
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Beispiel fiir die Tripelkonstruktion

PDA M:
(#,a): B#, (#.,¢):¢, (B,a):BB (B.b):e, (#.¢€):¢

(B,b) : €
»{ 2 > 4

Eine Konfigurationsfolge von M fiir die Eingabe @abb ist

(20, aabb, #)

Eine entsprechende Linksableitung von G ist

S = (20, # z1)
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Beispiel fiir die Tripelkonstruktion

PDA M:
(#,a) : B#, (#.,¢):e, (B,a):BB (B.b):e, (#.¢€):¢

(B,b) : €
»{ 2 > 4

Eine Konfigurationsfolge von M fiir die Eingabe @abb ist
(20, aabb, #) F (zo, abb, B#)
Eine entsprechende Linksableitung von G ist

S = (20, #, 21) = alz0, B, 21)(z1, #, 21)
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Beispiel fiir die Tripelkonstruktion

PDA M:
(#,a) : B#, (#.,¢):¢e, (B,a):BB (B.b):e, (#.¢€):¢

(B,b) : €
»{ 2 > 4

Eine Konfigurationsfolge von M fiir die Eingabe @abb ist
(20, aabb, #) & (2o, abb, B#) \= (29, bb, BB#)
Eine entsprechende Linksableitung von G ist

S = (20, #.21) = a(20, B, 21){z1, #. z1) = aa(z0, B, z1){z1, B, 21){z1, #. z1)
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Beispiel fiir die Tripelkonstruktion

PDA M:
(#,a): B#, (#.,¢):¢, (B,a):BB (B.b):e, (#.¢€):¢

(B,b): €
»{ 2

Eine Konfigurationsfolge von M fiir die Eingabe @abb ist
(20, aabb, #) & (zo, abb, B#) - (29, bb, BB#) = (21, b, B#)
Eine entsprechende Linksableitung von G ist

S= (20 #.21) = alzo, B.21)(z1, #.21) = aal20, B, 21) {2, B, 2v) (21, #. 21)
= aab(z1, B, z1){z1, #. 1)
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Beispiel fiir die Tripelkonstruktion

PDA M:
(#,a): B#, (#.,¢):¢, (B,a):BB (B,b) e, (#.¢€):¢

(B,b) : €
»{ 2 > 4

Eine Konfigurationsfolge von M fiir die Eingabe @abb ist
(20, aabb, #) & (zo, abb, B#) - (2o, bb, BB#) - (z1, b, B#) - (21, €, #)
Eine entsprechende Linksableitung von G ist

S = (20, #.21) = a(z20, B, z1)(z1, #. 21) = aalz0, B, z1){z1, B, z1){z1, #. 21)
= aab(z1, B, z1){(z1, #, z1) = aabb(z1, #, z1)
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Beispiel fiir die Tripelkonstruktion

PDA M:
(#,a): B#, (#.,¢):¢, (B,a):BB (B,b) e, (#.¢):¢

(B,b) : €
»{ 2 > 4

Eine Konfigurationsfolge von M fiir die Eingabe @abb ist
(20, aabb, #) & (zo, abb, B#) - (2o, bb, BB#) - (z1, b, B#) F (z1,€, #) F (21, €, €)
Eine entsprechende Linksableitung von G ist

S = (20, #.21) = a(20, B, z1)(z1, #. 21) = aalz0, B, z1){z1, B, z1){z1, #. 21)
= aab(z1, B, z1){z1, #, z1) = aabb(z, #, z1) = aabb
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Die akzeptierte Sprache von PDAs ist kontextfrel

Beweis (Fortsetzung) Wir zeigen die Verallgemeinerung:
(Z A z) =t wadw. (Z,w, A}, (z,€,¢€).
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Die akzeptierte Sprache von PDAs ist kontextfrel

Beweis (Fortsetzung) Wir zeigen die Verallgemeinerung:

(Z A z) =t wadw. (Z,w, A}, (z,€,¢€).

Da S — (20, #,2z) € P folgt: w € L(G) g.dw. w e L(M), dh. L(G)=L(M).
= Sei (z/, A, z) = w eine Linksableitung. Wir verwenden Induktion iiber i.
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Die akzeptierte Sprache von PDAs ist kontextfrel

Beweis (Fortsetzung) Wir zeigen die Verallgemeinerung:

(Z A z) =t wadw. (Z,w, A}, (z,€,¢€).

Da S — (20, #,2z) € P folgt: w € L(G) g.dw. w e L(M), dh. L(G)=L(M).

= Sei (z/, A, z) = w eine Linksableitung. Wir verwenden Induktion iiber i.
> Fall / = 0: Unmoglich.
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Die akzeptierte Sprache von PDAs ist kontextfrel

Beweis (Fortsetzung) Wir zeigen die Verallgemeinerung:

(Z A z) =t wadw. (Z,w, A}, (z,€,¢€).

Da S — (20, #,2z) € P folgt: w € L(G) g.dw. w e L(M), dh. L(G)=L(M).

= Sei (z/, A, z) = w eine Linksableitung. Wir verwenden Induktion iiber i.
> Fall / = 0: Unmoglich.

> Fall i =1: Sei (Z/, A, z) = w. Die verwendete Produktion muss (z', A, z) — a
sein. Dann muss (z,¢) € §(Z, a, A) gelten und damit gilt: (z/,a, A) b (z,€,¢).
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Die akzeptierte Sprache von PDAs ist kontextfrel

Beweis (Fortsetzung) Wir zeigen die Verallgemeinerung:

(Z A z) =t wadw. (Z,w, A}, (z,€,¢€).

Da S — (20, #,2z) € P folgt: w € L(G) g.dw. w e L(M), dh. L(G)=L(M).
= Sei (z/, A, z) = w eine Linksableitung. Wir verwenden Induktion iiber i.

> Fall / = 0: Unmoglich.

> Fall i =1: Sei (Z/, A, z) = w. Die verwendete Produktion muss (z', A, z) — a
sein. Dann muss (z,¢) € §(Z, a, A) gelten und damit gilt: (z/,a, A) b (z,€,¢).

> Fall i >1: Sei (z/,A z) =cu="wmiti—1>0.
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Die akzeptierte Sprache von PDAs ist kontextfrel

Beweis (Fortsetzung) Wir zeigen die Verallgemeinerung:
(Z A z) =t wadw. (Z,w, A}, (z,€,¢€).
Da S — (20, #,2z) € P folgt: w € L(G) g.dw. w e L(M), dh. L(G)=L(M).
= Sei (z/, A, z) = w eine Linksableitung. Wir verwenden Induktion iiber i.
> Fall / = 0: Unmoglich.
> Fall i =1: Sei (Z/, A, z) = w. Die verwendete Produktion muss (z', A, z) — a
sein. Dann muss (z,¢) € 6(Z, a, A) gelten und damit gilt: (z/,a, A) - (z, € €).
> Falli>1: Sei (Z/,A z) =g u=L"wmiti—1>0.

> Wenn u=ae X Uf{e}, dann kann i — 1 > 0 nicht gelten.
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Die akzeptierte Sprache von PDAs ist kontextfrel

Beweis (Fortsetzung) Wir zeigen die Verallgemeinerung:

(Z A z) =t wadw. (Z,w, A}, (z,€,¢€).

Da S — (20, #,2z) € P folgt: w € L(G) g.dw. w e L(M), dh. L(G)=L(M).
= Sei (z/, A, z) = w eine Linksableitung. Wir verwenden Induktion iiber i.

> Fall / = 0: Unmoglich.
> Fall i =1: Sei (Z/, A, z) = w. Die verwendete Produktion muss (z', A, z) — a
sein. Dann muss (z,¢) € §(Z, a, A) gelten und damit gilt: (z/,a, A) b (z,€,¢).
> Fall i >1: Sei (z/,A z) =cu="wmiti—1>0.
> Wenn u=ae X Uf{e}, dann kann i — 1 > 0 nicht gelten.
> Wenn u=a(z",B,z), dann (z/,B) € 6(z',a, A)und u = a(z" B, z) ="' aw = w.
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Die akzeptierte Sprache von PDAs ist kontextfrel

Beweis (Fortsetzung) Wir zeigen die Verallgemeinerung:
(Z A z) =t wadw. (Z,w, A}, (z,€,¢€).
Da S — (20, #,2z) € P folgt: w € L(G) g.dw. w e L(M), dh. L(G)=L(M).
= Sei (z/, A, z) = w eine Linksableitung. Wir verwenden Induktion iiber i.
> Fall / = 0: Unmoglich.
> Fall i =1: Sei (Z/, A, z) = w. Die verwendete Produktion muss (z', A, z) — a
sein. Dann muss (z,¢) € 6(Z, a, A) gelten und damit gilt: (z/,a, A) - (z, € €).
> Falli>1: Sei (Z/,A z) =g u=L"wmiti—1>0.

> Wenn u=ae X Uf{e}, dann kann i — 1 > 0 nicht gelten. »

> Wenn u=a(z" B, z), dann (2, B) € 6(z',a,A)und u = a(z", B,z) ="' aw' = w.
Dann gilt (z, B, z) ="' w' und die Induktionshypothese liefert
(2" W' B) ki, (z, e €). Mit (2", B) € §(Z',a, A) zeigt dies
(Z,aw' A Fu (2" W, B) Fiy (z, ¢ ¢).

w
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Die akzeptierte Sprache von PDAs ist kontextfrel

Beweis (Fortsetzung) Wir zeigen die Verallgemeinerung:
(Z A z) =t wadw. (Z,w, A}, (z,€,¢€).
Da S — (20, #,2z) € P folgt: w € L(G) g.dw. w e L(M), dh. L(G)=L(M).
= Sei (z/, A, z) = w eine Linksableitung. Wir verwenden Induktion iiber i.
> Fall / = 0: Unmoglich.
> Fall i =1: Sei (Z/, A, z) = w. Die verwendete Produktion muss (z', A, z) — a
sein. Dann muss (z,¢) € 6(Z', a, A) gelten und damit gilt: (z/,a, A) - (2, ¢, €).
> Falli>1: Sei (Z/,A z) =g u=L"wmiti—1>0.
> Wenn u=ae X Uf{e}, dann kann i — 1 > 0 nicht gelten.
> Wenn u=a(z" B, z), dann (2, B) € 6(z',a,A)und u = a(z", B,z) ="' aw' = w.
Dann gilt (z, B, z) ="' w' und die Induktionshypothese liefert
(2" W' B) ki, (z, e €). Mit (2", B) € §(Z',a, A) zeigt dies
(z’,ivv/', A by (2w, B)Fiy (z,€,€).

w

» Der Fall u= a(z", B, Z2")(z", C, z) ist komplizierter aber dhnlich (siehe Skript).
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Die akzeptierte Sprache von PDAs ist kontextfrel

<= Sei (Z/,w,A) I}, (z,€,€). Wir zeigen (z/, A, z) =& w mit Induktion iiber /.
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Die akzeptierte Sprache von PDAs ist kontextfrel

<= Sei (Z/,w,A) I}, (z,€,€). Wir zeigen (z/, A, z) =& w mit Induktion iiber /.
> Fall / = 0: Unmoglich.
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Die akzeptierte Sprache von PDAs ist kontextfrel

<= Sei (Z/,w,A) I}, (z,€,€). Wir zeigen (z/, A, z) =& w mit Induktion iiber /.
> Fall / = 0: Unmoglich.
> Fall i =1: Danngilt w=ae X U{e} und (z,¢) € 6(Z,a,A).
Damit gibt es (z/, A, z) — a € P und daher (', A, z) =¢ a.
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Die akzeptierte Sprache von PDAs ist kontextfrel

<= Sei (Z/,w,A) I}, (z,€,€). Wir zeigen (z/, A, z) =& w mit Induktion iiber /.
> Fall / = 0: Unmoglich.
> Fall i =1: Danngilt w=ae X U{e} und (z,¢) € 6(Z,a,A).
Damit gibt es (z/, A, z) — a € P und daher (', A, z) =¢ a.
> Fall i >1: Dann w = aw/, (Z/,aw’, A) = (Z", w', W) F’,\gl (z,e,¢e) firi—1>0,
aexrU{etund W =¢, W= B oder W= BC.
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Die akzeptierte Sprache von PDAs ist kontextfrel

<= Sei (Z/,w,A) I}, (z,€,€). Wir zeigen (z/, A, z) =& w mit Induktion iiber /.

> Fall / = 0: Unmoglich.

> Fall i =1: Danngilt w=ae X U{e} und (z,¢) € 6(Z,a,A).
Damit gibt es (z/, A, z) — a € P und daher (', A, z) =¢ a.

> Fall i >1: Dann w = aw/, (Z/,aw’, A) = (Z", w', W) F’,\gl (z,e,¢e) firi—1>0,
aexrU{etund W =¢, W= B oder W= BC.
Wir betrachten alle drei Falle fiir W einzeln:

> Fall W = e: Dieser Fall ist nicht moglich, da i — 1 > 0 nicht gelten kann.
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Die akzeptierte Sprache von PDAs ist kontextfrel

<= Sei (Z/,w,A) I}, (z,€,€). Wir zeigen (z/, A, z) =& w mit Induktion iiber /.
> Fall / = 0: Unmoglich.
> Fall i =1: Danngilt w=ae X U{e} und (z,¢) € 6(Z,a,A).
Damit gibt es (z/, A, z) — a € P und daher (', A, z) =¢ a.
> Fall i >1: Dann w = aw/, (Z/,aw’, A) = (Z", w', W) F’,\gl (z,e,¢e) firi—1>0,
aexrU{etund W =¢, W= B oder W= BC.
Wir betrachten alle drei Falle fiir W einzeln:
> Fall W = e: Dieser Fall ist nicht moglich, da i — 1 > 0 nicht gelten kann.
> Fall W = B: Dannist (A, z) — a(z", B, z) € P.
Da (Z/,w, B) Fy,t (z,¢,€), liefert die Induktionshypothese (z”, B, z) =& w'
und daher: (7', A, z) =¢ a(z", B, z) = aw' = w.
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Die akzeptierte Sprache von PDAs ist kontextfrel

<= Sei (Z/,w,A) I}, (z,€,€). Wir zeigen (z/, A, z) =& w mit Induktion iiber /.
> Fall / = 0: Unmoglich.
> Fall i =1: Danngilt w=ae X U{e} und (z,¢) € 6(Z,a,A).
Damit gibt es (z/, A, z) — a € P und daher (', A, z) =¢ a.
> Fall i >1: Dann w = aw/, (Z/,aw’, A) = (Z", w', W) F’,\gl (z,e,¢e) firi—1>0,
aexrU{etund W =¢, W= B oder W= BC.

Wir betrachten alle drei Falle fiir W einzeln:
> Fall W = e: Dieser Fall ist nicht mdglich, da i — 1 > 0 nicht gelten kann.
> Fall W = B: Dannist (', A z) = a(z",B,z) € P.
Da (Z/,w, B) Fy,t (z,¢,€), liefert die Induktionshypothese (z”, B, z) =& w'
und daher: (', A, z) =¢ a(Zz", B, z) =¢ aw' = w.
» Fall W = BC: Dieser Fall ist komplizierter aber dhnlich (siehe Skript). O
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Aquivalenz von kontextfreien Sprachen und von Kellerautomaten

Kellerautomaten erkennen genau die kontextfreien Sprachen.
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Aquivalenz von kontextfreien Sprachen und von Kellerautomaten

Kellerautomaten erkennen genau die kontextfreien Sprachen.

Beweis Dies folgt aus den obigen Satzen. O
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Ausdruckskraft von PDAs mit einem Zustand

Die bisherigen Beweise zeigen auch, dass man PDAs auf PDAs mit genau einem
Zustand einschranken kann.
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Ausdruckskraft von PDAs mit einem Zustand

Die bisherigen Beweise zeigen auch, dass man PDAs auf PDAs mit genau einem
Zustand einschranken kann.
Sei M ein PDA.
1. Transformiere PDA M in Grammatik G mit L(G) = L(M).
2. Transformiere Grammatik G in Grammatik G’ in Greibach-Normalform
(mit L(G") = L(G) \ {e}).
3. Transformiere Grammatik G’ in PDA M’ mit L(M') = L(G).
PDA M’ hat nur einen Zustand.
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