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» ¢-Uberginge erlauben Zustandswechsel ohne Lesen eines Zeichens.
Es wird sozusagen € gelesen.
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» Technisch:

> Ein NFA ohne e-Uberginge hat § : Z x ¥ — P(2).
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NFAs mit e-Ubergingen

Informelle Kurzfassung:

» ¢-Uberginge erlauben Zustandswechsel ohne Lesen eines Zeichens.
Es wird sozusagen € gelesen.

» Im Zustandsgraph erlaubt:

» Technisch:

» Ein NFA ohne e-Uberginge hat § : Z x ¥ — P(2).
> Ein NFA mit e-Ubergdngen hat § : Z x (X U {e}) = P(2).

» Die Ausdruckskraft dndert sich mit e-Ubergangen nicht.

» e-Uberginge machen manche Konstruktionen einfacher.
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Definition eines NFA mit e-Ubergingen

Definition
Ein nichtdete_rministischer endlicher Automat mit e-Ubergangen
(NFA mit e-Ubergédngen) ist ein 5-Tupel M = (Z, %, 0, S, E), wobei
> / ist eine endliche Menge von Zustanden
» > ist das (endliche) Eingabealphabet mit ZNYX =0
> §:Zx (XU{e}) = P(2) ist die Uberfiihrungsfunktion
> S C Z ist die Menge der Startzustande
> F C Z ist die Menge der Endzustande.



[llustration eines Zustandsiibergangs mit €

7' € 0(z, €) bedeutet:
Im Zustand z darf der Automat in z wechseln, ohne das der Lesekopf sich bewegt.
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Beispiel fiir einen akzeptierenden Lauf

a, b

Oaa OO ©

Abarbeitung der Eingabe baab
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Beispiel fiir einen akzeptierenden Lauf

a, b

Oane OO ©

Abarbeitung der Eingabe baab
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Beispiel fiir einen akzeptierenden Lauf

a, b
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Abarbeitung der Eingabe baab
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Beispiel fiir einen akzeptierenden Lauf

a, b
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Abarbeitung der Eingabe baab
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Abarbeitung der Eingabe baab
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Beispiel fiir einen akzeptierenden Lauf

a, b

O OO ©

Abarbeitung der Eingabe baab
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Beispiel fiir einen akzeptierenden Lauf

a, b

OO OO

Abarbeitung der Eingabe baab
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Beispiel fiir einen akzeptierenden Lauf

a, b

One OO ©

Abarbeitung der Eingabe baab
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a, b

One OO ©

Abarbeitung der Eingabe baab
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e-Hulle

Die e-Hiille fiigt fiir einen Zustand alle durch e-Uberginge erreichbaren
Zustande hinzu.
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e-Hulle

Die e-Hiille fiigt fiir einen Zustand alle durch e-Uberginge erreichbaren
Zustande hinzu.

Definition
Sei M = (Z,%,6,S, E) ein NFA mit e-Ubergingen.
Die e-Hiille e-Hiille(z) eines Zustands z € Z ist definiert als die kleinste Menge von
Zustanden, welche erfiillt:
1. z € e-Hiille(z).
2. Wenn 2’ € e-Hiille(z) und z" € §(Z’, €), dann ist auch z” € e-Hiille(z).
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e-Hulle

Die e-Hiille fiigt fiir einen Zustand alle durch e-Uberginge erreichbaren
Zustande hinzu.

Definition

Sei M= (Z,%,6,S, E) ein NFA mit e-Ubergingen.

Die e-Hiille e-Hiille(z) eines Zustands z € Z ist definiert als die kleinste Menge von
Zustanden, welche erfiillt:

1. z € e-Hiille(z).
2. Wenn 2’ € e-Hiille(z) und z" € §(Z’, €), dann ist auch z” € e-Hiille(z).

Fiir eine Menge X C Z definieren wir e-Hiille(X) := |J,cx e-Hiille(z).
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Beispiel fir die e-Hiille

a, b

e-Hiille(zp) =7
e-Hiille(zy) =7
e-Hiille(z) =7
e-Hiille(z3) =7
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Beispiel fir die e-Hiille

a, b

e-Hiille(zo) = {20, z1, 20, z3}
e-Hiille(z,) =7
e-Hiille(zp) =7
e-Hiille(z3) =7
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Beispiel fir die e-Hiille

a, b

e-Hiille(zo) = {20, z1, 20, z3}
e-Hiille(z1) = {z1, 7z, z3}
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Beispiel fir die e-Hiille

a, b

e-Hiille(zo) = {20, z1, 20, z3}
e-Hiille(z1) = {z1, 7z, z3}
e-Hiille(zp) = {z0, z3}
e-Hiille(z3) =7
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Beispiel fir die e-Hiille

a, b

e-Hiille(zo) = {20, z1, 20, z3}
e-Hiille(z1) = {z1, 7z, z3}
e-Hiille(zp) = {z0, z3}
e-Hiille(z3) = {z3}
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Akzeptanz bei NFAs mit e-Ubergiangen

Akzeptierte Sprache eines NFA mit e-Ubergiangen

Sei M =(Z,%,6,S, E) ein NFA mit e-Ubergangen.
Wir definieren § : P(Z) x &* — P(Z) rekursiv durch

5(X,€) =X
5(X, aw) = 8(| J e-Hiille(5(z, a)), w)

zeX
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Akzeptanz bei NFAs mit e-Ubergiangen

Akzeptierte Sprache eines NFA mit e-Ubergiangen

Sei M =(Z,%,6,S, E) ein NFA mit e-Ubergangen.
Wir definieren § : P(Z) x &* — P(Z) rekursiv durch

5(X,€) =X
5(X, aw) := &(| ] e-Hiille(é(z, a)), w)

zeX
Die von M akzeptierte Sprache ist

L(M) = {w € £* | 8(e-Hiille(S), w) N E # 0}
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Entfernen von e-Ubergiangen

Intuitiver Ansatz:

den Zustand z, als Startzustand: @
+



Entfernen von e-Ubergiangen

Intuitiver Ansatz:

einen Ubergang O ,@ hinzu.
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Entfernen von e-Ubergiangen

Intuitiver Ansatz:

1. Markiere fiir jeden Pfad von der Form e _> ..... _>@

einen Ubergang Q ,@ hinzu.

3. Entferne alle e-Uberginge.
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Sprache von NFAs mit e-Ubergingen

NFAs mit e-Ubergingen akzeptieren genau die reguliren Sprachen.
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Satz
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O Wir zeigen zuerst, dass jede regulare Sprache L von einem NFA mit
e-Ubergangen akzeptiert wird.



Sprache von NFAs mit e-Ubergingen

Satz
NFAs mit e-Ubergingen akzeptieren genau die reguliren Sprachen.

Beweis

O Wir zeigen zuerst, dass jede regulare Sprache L von einem NFA mit
e-Ubergangen akzeptiert wird.

L wird von einem NFA M = (Z, 5,6, S, E) ohne e-Uberginge akzeptiert. Sei
M' = (Z,%,6', S, E) ein NFA mit e-Ubergdngen, wobei

6 (z,a):=06(z,a) firaeXx
6 (z,e) =0



Sprache von NFAs mit e-Ubergingen

Satz
NFAs mit e-Ubergingen akzeptieren genau die reguliren Sprachen.

Beweis

O Wir zeigen zuerst, dass jede regulare Sprache L von einem NFA mit
e-Ubergangen akzeptiert wird.

L wird von einem NFA M = (Z, 5,6, S, E) ohne e-Uberginge akzeptiert. Sei
M' = (Z,%,6', S, E) ein NFA mit e-Ubergdngen, wobei

6 (z,a):=06(z,a) firaeXx
6 (z,e) =0

Offensichtlich gilt L(M') = L(M) = L.



Sprache von NFAs mit e-Ubergingen

Beweis (Fortsetzung)

C Sei M =(Z,%,6,S, E) ein NFA mit e-Ubergingen.
Wir zeigen, dass L (M) ist regular.



Sprache von NFAs mit e-Ubergingen

Beweis (Fortsetzung)
C Sei M =(Z,%,6,S, E) ein NFA mit e-Ubergingen.
Wir zeigen, dass L (M) ist regular.
Wir konstruieren einen NFA M’ ohne e-Uberginge mit L(M') = L(M). Dann ist
L(M'") regular, daher ist auch L (M) regular.



Sprache von NFAs mit e-Ubergingen

Beweis (Fortsetzung)
C Sei M =(Z,%,6,S, E) ein NFA mit e-Ubergingen.
Wir zeigen, dass L (M) ist regular.

Wir konstruieren einen NFA M’ ohne e-Uberginge mit L(M') = L(M). Dann ist
L(M'") regular, daher ist auch L (M) regular.
Sei M' = (Z,%,68', S, E) mit
S' = e-Hiille(S)
8'(z,a) = e-Hiille(6(z, a))



Beispiel fiir die Elimination von e-Ubergangen

NFA M mit e-Ubergingen:
a, b

NFA M’ ohne e-Uberginge:

a,b a

NFAs mit e-Ubergangen 12/18 Regularitat
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NFA M mit e-Ubergingen:
a, b

@
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Beispiel fiir die Elimination von e-Ubergangen

NFA M mit e-Ubergingen:
a, b
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Beispiel fiir die Elimination von e-Ubergangen

NFA M mit e-Ubergingen:
a, b

Ope OO ©

NFA M’ ohne e-Uberginge:

a,b a
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Sprache von NFAs mit e-Ubergingen

Beweis (Fortsetzung)
Wir miissen zeigen, dass L(M') = L(M), d.h. w € L(M') g.dw. w € L(M).
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Sprache von NFAs mit e-Ubergingen

Beweis (Fortsetzung)
Wir miissen zeigen, dass L(M') = L(M), d.h. w € L(M') g.dw. w € L(M).
w e L(M)
g.d.w. ¢'(e-Hiille(S), w) N E # ()

w e L(M)



Sprache von NFAs mit e-Ubergingen

Beweis (Fortsetzung)
Wir miissen zeigen, dass L(M') = L(M), d.h. w € L(M') g.dw. w € L(M).

w e L(M)
g.d.w. & (e-Hiille(S), w) N E # ()

&(e-Hiille(S), w) N E # 0
gdw. we L(M)



Sprache von NFAs mit e-Ubergingen

Beweis (Fortsetzung)
Wir miissen zeigen, dass L(M') = L(M), d.h. w € L(M') g.dw. w € L(M).

w e L(M)
g.d.w. & (e-Hiille(S), w) N E # ()

g.d.w. &(e-Hiille(S),w)NE #0  (weil §' =6)
gdw. we L(M)



Sprache von NFAs mit e-Ubergingen

Beweis (Fortsetzung)

Es bleibt zu zeigen, dass &' =4, d.h. &'(X, w) = 6(X, w) fiir alle X, w.
Wir verwenden Induktion iiber die Wortlange |w|.
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Beweis (Fortsetzung)
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Sprache von NFAs mit e-Ubergingen

Beweis (Fortsetzung)
Es bleibt zu zeigen, dass &' =4, d.h. &'(X, w) = 6(X, w) fiir alle X, w.
Wir verwenden Induktion iiber die Wortlange |w|.
> Fallw=¢e: &(X,€)=X=05Xe). N
> Fall w = aw’: Die IH fiir w' ist ¢'(X, w') = 6(X, w’).
&(X, aw')
= &(Uzex 0'(z,a), w') (Def. &/, fiir NFA ohne e-Uberginge)
= 6'(U,x e-Hiille(5(z,a)),w')  (Def. 6"
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Sprache von NFAs mit e-Ubergingen

Beweis (Fortsetzung)
Es bleibt zu zeigen, dass &' =4, d.h. &'(X, w) = 6(X, w) fiir alle X, w.
Wir verwenden Induktion iiber die Wortlange |w|.
> Fallw=¢e: &(X,€)=X=05Xe). N
> Fall w = aw’: Die IH fiir w' ist ¢'(X, w') = 6(X, w’).
&(X, aw')
= &(Uzex 0'(z,a), w') (Def. &/, fiir NFA ohne e-Uberginge)
= 6'(U,x e-Hiille(5(z,a)),w')  (Def. 6"
8(U,ex e-Hiille(8(z, a)), w')
= 6(X, aw’) (Def. 6, fiir NFA mit e-Ubergéngen)



Sprache von NFAs mit e-Ubergingen

Beweis (Fortsetzung)
Es bleibt zu zeigen, dass &' =4, d.h. &'(X, w) = 6(X, w) fiir alle X, w.
Wir verwenden Induktion iiber die Wortlange |w|.
> Fallw=¢e: &(X,€)=X=05Xe). N
> Fall w = aw’: Die IH fiir w' ist ¢'(X, w') = 6(X, w’).
&(X, aw')
= &(Uzex 0'(z,a), w') (Def. &/, fiir NFA ohne e-Uberginge)
= 6'(U,x e-Hiille(5(z,a)),w')  (Def. 6"
= 8(U,ex e-Hiille(3(z, a)), w') (IH)
= 6(X, aw’) (Def. 6, fiir NFA mit e-Ubergéngen) O



Beispiel fiir die Konstruktion eines NFA mit e-Ubergingen

Konstruiere einen NFA mit
e-Ubergéngen iiber
(+,—..,0,...,9},

der alle Worter akzeptiert,
die Gleitkommazahlen
darstellen

(z.B. +27, —3.14, .666):



Beispiel fiir die Konstruktion eines NFA mit e-Ubergingen

Konstruiere einen NFA mit 0-9
e-Ubergéngen iiber
{+.—,.0,...,9},

der alle Worter akzeptiert,
die Gleitkommazahlen
darstellen

(z.B. +27, —3.14, .666):
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Eindeutige Start- und Endzustande

Satz

Fiir jeden NFA M mit e-Ubergingen gibt es einen NFA M’ mit e-Ubergingen, sodass
L(M") = L(M) und M’ genau einen Startzustand und genau einen Endzustand hat,
wobei diese beiden Zustande verschieden sind.
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Eindeutige Start- und Endzustande

Satz

Fiir jeden NFA M mit e-Ubergingen gibt es einen NFA M’ mit e-Ubergingen, sodass
L(M") = L(M) und M’ genau einen Startzustand und genau einen Endzustand hat,
wobei diese beiden Zustande verschieden sind.

Beweis Konstruiere M’ aus M, durch Hinzufligen eines neuen Start- und eines neuen
Endzustands mit e-Ubergangen:

-0 O
() @ wird zu
O O
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Beispiel flir eindeutige Start- und Endzustande

a, b, c
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Online-Tool

Christopher Schaffner hat ein Web-Tool zum Uben und Anschauen entwickelt:

chrisschaffner.github.io/graphicallnterfaceForGrammars/
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https://chrisschaffner.github.io/graphicalInterfaceForGrammars/
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