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Regulare Sprachen werden von NFAs akzeptiert

Theorem
Fir jede reguldre Sprache L gibt es einen NFA M mit L(M) = L.

Beweis Da [ reguldr ist, gibt es eine regulare Grammatik G = (V, >, P, 5)
(mit 1. Sonderregel), sodass L(G) = L.

Wir werden einen NFA M konstruieren mit L(M) = L(G).
Seize ¢ V. Sei M = (Z,%,6,{S}, E) der NFA mit Z :=V U{zg} und

{S§} fallsS —eecP
1] sonst

E = {ZE}U{

0(A,a) ={B|A— aBe P}
U{ze |A—ac P}
6(zg,a) =0
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Beispiel fiir die Konstruktion eines NFA aus einer Grammatik

Reguldre Grammatik G = (V, X, P, S) mit V ={S, A, B,C}, ¥ ={a, b, c} und

P={S— aA|bA|cA|aB,
A— aA| bA|cA| aB,
B — aC | bC | cC,
C—alb|c}
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Beispiel fiir die Konstruktion eines NFA aus einer Grammatik

Zustandsgraph zu M:
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Beispiel fiir die Konstruktion eines NFA aus einer Grammatik

Zustandsgraph zu M:

Eingabe: baca e L (M)
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Regulare Sprachen werden von NFAs akzeptiert

Fir jede regulare Sprache L gibt es einen NFA M mit L(M) = L.

Beweis (Fortsetzung) Wir zeigen, dass L(M) = L(G),
d.h. we L(M)g.dw. we L(G) fiir ein beliebiges w.
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Regulare Sprachen werden von NFAs akzeptiert

Theorem
Fiir jede regulare Sprache L gibt es einen NFA M mit L(M) = L.

Beweis (Fortsetzung) Wir zeigen, dass L(M) = L(G),
d.h. we L(M)g.dw. we L(G) fiir ein beliebiges w.
> Fallw=¢ e [(M)gdw. Se Egdw. S —¢ec Pgdw. ec[(G).
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fuirie{2,..., n—1}und zg € 6(A,—1, an)
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Regulare Sprachen werden von NFAs akzeptiert

Theorem
Fiir jede regulare Sprache L gibt es einen NFA M mit L(M) = L.

Beweis (Fortsetzung) Wir zeigen, dass L(M) = L(G),
d.h. we L(M)g.dw. we L(G) fiir ein beliebiges w.
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> Fallw=a;---a, mit n>0:
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fuirie{2,..., n—1}und zg € 6(A,—1, an)
S=c a1 =6 =6 aan—1An-1 =G a1 an
gdw. a;---a, € L(G)
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Regulare Sprachen werden von NFAs akzeptiert

Theorem
Fiir jede regulare Sprache L gibt es einen NFA M mit L(M) = L.

Beweis (Fortsetzung) Wir zeigen, dass L(M) = L(G),
d.h. we L(M)g.dw. we L(G) fiir ein beliebiges w.
> Fallw=¢ e [(M)gdw. Se Egdw. S —¢ec Pgdw. ec[(G).
> Fallw=a;---a, mit n>0:
ar---ap € L(M)
g.d.w. es gibt einen Lauf S 25 A; 25 ... oA 9 o
g.d.w. es gibt Zustande A4, ..., Ap—1 mit Ay € (5(5, 31), A € 6(A,'_1, a,-)
fuirie{2,..., n—1}und zg € 6(A,—1, an)
gdw. S =g a1Ai =g =g a1 -an1An_1=¢g a1 an
gdw. a;---a, € L(G)
Daher gibt es einen NFA M mit L(M) = L(G) = L. O
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NFAs in DFAs transformieren

Jede von einem NFA akzeptierte Sprache ist auch durch einen DFA akzeptierbar.
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NFAs in DFAs transformieren

Theorem (Rabin und Scott 1959)

Jede von einem NFA akzeptierte Sprache ist auch durch einen DFA akzeptierbar.

Der Beweis basiert auf der Potenzmengenkonstruktion:

» Konstruiere fiir einen gegebenen NFA M einen DFA M,
sodass sich der DFA alle Zustande merkt, in denen der NFA sein konnte.

P> Jede Teilmenge von Zustanden des NFAs wird zu einem Zustand des DFA.

> Da Z endlich ist, gibt es nur endlich viele Teilmengen.
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Beispiel fiir die Potenzmengenkonstruktion

DFA M
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Beispiel fiir die Potenzmengenkonstruktion

b€ L(M)

Eingabe: babbab e L(M)

DFA M
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Potenzmengenkonstruktion

Fir den NFA M = (Z,%,6, S, E) definieren wir den DFA M' = (Z/,%,¢', S’, E') mit
> 7' =P(2)

> S'=S5
> E={XeZ' |[ENX#0}

> §'(X, a) = (U,ex 0(z,a)) = 8(X, a)
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Potenzmengenkonstruktion

Fir den NFA M = (Z,%,6, S, E) definieren wir den DFA M' = (Z/,%,¢', S’, E') mit

> 7' =P(2)
Die Zustandsmenge ist die Potenzmenge von Z.
» §.=5

Der Startzustand ist die Menge S aller Startzustande von M.
> E={XeZ' |[ENX#0}

Jede Menge, die mindestens einen Endzustand von M enthalt, ist Endzustand.
> §'(X, a) = (U,ex 6(z,a)) = 6(X, a)

Die Ubergangsfunktion berechnet alle von einem Zustand in X aus

liber a erreichbaren Zustande.
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NFAs in DFAs transformieren

Jede von einem NFA akzeptierte Sprache ist auch durch einen DFA akzeptierbar.
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NFAs in DFAs transformieren

Jede von einem NFA akzeptierte Sprache ist auch durch einen DFA akzeptierbar.

Beweis Wir zeigen, dass L(M") = L(M),
dh.we L(M)gdw. we L(M) fiir ein beliebiges w.
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NFAs in DFAs transformieren

Theorem (Rabin und Scott 1959)

Jede von einem NFA akzeptierte Sprache ist auch durch einen DFA akzeptierbar.

Beweis Wir zeigen, dass L(M') = L(M),
dh.we L(M)gdw. we L(M) fiir ein beliebiges w.

> Fallw=¢ e L(M)gdw. SNE#0gdw. SecE gdw.eec L(M).
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NFAs in DFAs transformieren

Beweis (Fortsetzung)

> Fallw=2ay---a, mitn>0:
Zu zeigen: a;---a, € L(M) gdw. a;---a, € L(M).
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NFAs in DFAs transformieren

Beweis (Fortsetzung)

> Fallw=2ay---a, mitn>0:
Zu zeigen: a;---a, € L(M) gdw. a;---a, € L(M).
ai---ap € L(M)
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NFAs in DFAs transformieren

Beweis (Fortsetzung)
» Fallw=a;---a, mit n>0:
Zu zeigen: aj---ap, € L(M) g.dw. a;---a, € L(M").
ai---ap € L(M)
g.d.w. 8(S, a1 ---a,) NE #0
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NFAs in DFAs transformieren

Beweis (Fortsetzung)
> Fallw=2ay---a, mitn>0:
Zu zeigen: aj---ap, € L(M) g.dw. a;---a, € L(M").
ai---ap € L(M)
g.d.w. 8(S, a1 ---a,) NE #0
g.d.w. es gibt 71, ..., Zn C Z mit (U,es0(z,a1)) = Z1,
(Usez ,0(z.a)) = Z firi€{2,...,n}und Z,NE #0
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NFAs in DFAs transformieren

Beweis (Fortsetzung)
> Fallw=2ay---a, mitn>0:
Zu zeigen: aj---ap, € L(M) g.dw. a;---a, € L(M").
ai---ap € L(M)
g.d.w. 8(S, a1 ---a,) NE #0
g.d.w. es gibt 71, ..., Zn C Z mit (U,es0(z,a1)) = Z1,
(Usez ,0(z.a)) = Z firi€{2,...,n}und Z,NE #0
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NFAs in DFAs transformieren

Beweis (Fortsetzung)
> Fallw=2ay---a, mitn>0:
Zu zeigen: aj---ap, € L(M) g.dw. a;---a, € L(M").
ai---ap € L(M)
g.d.w. 8(S, a1 ---a,) NE #0
g.d.w. es gibt 71, ..., Zn C Z mit (U,es0(z,a1)) = Z1,
(Usez ,0(z.a)) = Z firi€{2,...,n}und Z,NE #0

8(S ar---ap) € E
gdw. a;---a, e L(M)
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NFAs in DFAs transformieren

Beweis (Fortsetzung)
> Fallw=2ay---a, mitn>0:

Zu zeigen: aj---ap, € L(M) g.dw. a;---a, € L(M").
ai---ap € L(M)

g.d.w. 8(S, a1 ---a,) NE #0

g.d.w. es gibt 71, ..., Z, € Zmit (U,es6(z,a1)) = Z1,
(Usez ,0(z.a)) = Z firi€{2,...,n}und Z,NE #0
es gibt Zq, ..., Z, CZmitd' (S, a1) =24,
0(Ziq,a)=2Z furie{2,..., nfund Z,NE #0

g.dw. 8/(S ar---a,) € E/

gdw. a;---a, e L(M)
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NFAs in DFAs transformieren

Beweis (Fortsetzung)
> Fallw=2ay---a, mitn>0:

Zu zeigen: aj---ap, € L(M) g.dw. a;---a, € L(M").
ai---ap € L(M)

g.d.w. 8(S, a1 ---a,) NE #0

g.d.w. es gibt 71, ..., Z, € Zmit (U,es6(z,a1)) = Z1,
(Usez, ,0(z.a)) = Z firie{2,..., nyund Z,NE #0

g.d.w. es gibt 77, ..., Z, CZmitd (S a1) = 71,
0(Ziq,a)=2Z furie{2,..., nfund Z,NE #0

g.dw. 8/(S ar---a,) € E/

gdw. a;---a, e L(M) O
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Beispiel fiir die Ausfiihrung der Potenzmengenkonstruktion

DFA M
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DFA M
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Beispiel fiir die Ausfiihrung der Potenzmengenkonstruktion

DFA M
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Aquivalenz von reguliren Sprachen und von DFAs bzw. NFAs

DFAs und NFAs akzeptieren genau die reguldren Sprachen.
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Aquivalenz von reguliren Sprachen und von DFAs bzw. NFAs

Theorem

DFAs und NFAs akzeptieren genau die reguldren Sprachen.

Beweis

DO Fiir jede regulare Sprache gibt es einen DFA bzw. NFA, der sie erkennt.
Das folgt aus:

> Fiir jede regulare Sprache L gibt es einen NFA M mit L(M) = L.
» Jede von einem NFA akzeptierte Sprache ist auch durch einen DFA akzeptierbar.
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Aquivalenz von reguliren Sprachen und von DFAs bzw. NFAs

Theorem

DFAs und NFAs akzeptieren genau die reguldren Sprachen.

Beweis
DO Fiir jede regulare Sprache gibt es einen DFA bzw. NFA, der sie erkennt.
Das folgt aus:

> Fiir jede regulare Sprache L gibt es einen NFA M mit L(M) = L.
» Jede von einem NFA akzeptierte Sprache ist auch durch einen DFA akzeptierbar.

N

Die akzeptierte Sprache eines DFA bzw. NFA ist regular.
Das folgt aus:

P> Jede von einem NFA akzeptierte Sprache ist auch durch einen DFA akzeptierbar.
> Sei M ein DFA. Dann ist L(M) regular. O
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GroBe des DFA vs. NFA

» Sei ein NFA mit n Zustanden.

» Der durch die Potenzmengenkonstruktion erstellte DFA hat 2" Zustande.
Der Platz explodiert uns.

> Geht es besser?
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GroBe des DFA vs. NFA

» Sei ein NFA mit n Zustanden.

» Der durch die Potenzmengenkonstruktion erstellte DFA hat 2" Zustande.
Der Platz explodiert uns.

> Geht es besser? Nicht wirklich.
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GroBe des DFA vs. NFA

Lemma

Sei L ={uav |ueX* vexX™!} fir X ={a b} und n € N5

(d.h. die Sprache aller Worter aus ¥*, die an n-letzter Stelle ein a haben).
1. Es gibt einen NFA M mit L(M) = L und M hat n+ 1 Zustande.
2. Jeder DFA M' mit L(M’) = L hat mindestens 2" Zustande.
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GroBe des DFA vs. NFA

Lemma

Sei L ={uav |ueX* vexX™!} fir X ={a b} und n € N5

(d.h. die Sprache aller Worter aus ¥*, die an n-letzter Stelle ein a haben).
1. Es gibt einen NFA M mit L(M) = L und M hat n+ 1 Zustande.

2. Jeder DFA M' mit L(M’) = L hat mindestens 2" Zustande.

Beweis
1. Sei M der folgende NFA:
a, b

\s Potenzmengenkonstruktion GréBe von Automaten
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GroBe des DFA vs. NFA

Beweis (Fortsetzung)
2. Durch Widerspruch.
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GroBe des DFA vs. NFA

Beweis (Fortsetzung)
2. Durch Widerspruch.

Wir nehmen an, es gibt einen DFA M’ = (Z, %, 6, 2o, E) mit
L(M)=L={uvav|uex* vexr™1}und|Z]<2".
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GroBe des DFA vs. NFA

Beweis (Fortsetzung)
2. Durch Widerspruch.
Wir nehmen an, es gibt einen DFA M’ = (Z, %, 6, 2o, E) mit
LMY =L={uvav|ueX*veX™}und|Z] <2
Die I\/Ienge Y " enthalt 2" Worter der Lange n und da |Z| < 2", muss es
w,w' € " geben mit w # w’ und &(z, w) = 6(z0, W) = z.

Determinisierung von endlichen Automaten 15/16 GroBe von Automaten



GroBe des DFA vs. NFA

Beweis (Fortsetzung)
2. Durch Widerspruch.
Wir nehmen an, es gibt einen DFA M’ = (Z, %, 6, 2o, E) mit
LMY =L={uvav|ueX*veX™}und|Z] <2
Die I\/Ienge Y " enthalt 2" Worter der Lange n und da |Z| < 2", muss es
w,w' € " geben mit w # w’ und &(z, w) = 6(z0, W) = z.

Seije{l,..., n} die erste Position, an der sich w und w’ unterscheiden.
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GroBe des DFA vs. NFA

Beweis (Fortsetzung)
2. Durch Widerspruch.
Wir nehmen an, es gibt einen DFA M’ = (Z, %, 6, 2o, E) mit
LMY =L={uvav|ueX*veX™}und|Z] <2
Die I\/Ienge Y " enthalt 2" Worter der Lange n und da |Z| < 2", muss es
w,w' € " geben mit w # w’ und &(z, w) = 6(z0, W) = z.
Seije{l,..., n} die erste Position, an der sich w und w’ unterscheiden.

w ist von der Form wvav und w’ ist von der Form ubv’ (oder umgekehrt) mit
vl =|V[=n~—]. Da &(zo. uav) = 6(20 ubv') = z, muss dann gelten
(20, uavb=1) = &(z, ubv' =) = Z' fiir einen Zustand z'.
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GroBe des DFA vs. NFA

Beweis (Fortsetzung)
2. Durch Widerspruch.
Wir nehmen an, es gibt einen DFA M’ = (Z, %, 6, 2o, E) mit
LMY =L={uvav|ueX*veX™}und|Z] <2
Die I\/Ienge Y " enthalt 2" Worter der Lange n und da |Z| < 2", muss es
w,w' € " geben mit w # w’ und &(z, w) = 6(z0, W) = z.
Seije{l,..., n} die erste Position, an der sich w und w’ unterscheiden.

w ist von der Form wvav und w’ ist von der Form ubv’ (oder umgekehrt) mit
vl =|V[=n~—]. Da &(zo. uav) = 6(20 ubv') = z, muss dann gelten
(20, uavhi=1) = &(zo, ubv' b~ ) = Z' fiir einen Zustand Z'.

Aber uavb/=1 € [ und ubv'b~t & |, daher 2/ € E und 2’ ¢ E. Widerspruch. [
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Beispiel wenn n =2
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Beispiel wenn n =2

a, b

NFA M: (20 )—2o(21) ‘”’ DFA M’ (minimiert):
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