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Losung Aufgabe 1 (Regulire Sprachen): (26 Punkte)

a) Sei Ly die Sprache iiber dem Alphabet {a,b, ¢}, die vom reguléren Ausdruck

(ablba)(al|blc)* (ablbe)
erzeugt wird. Geben Sie den Zustandsgraphen eines nichtdeterministischen endlichen Automaten
(ohne e-Ubergiinge) an, der L; akzeptiert. (8 Punkte)
LOSUNGSVORSCHLAG:

e 8 Punkte, wenn alles stimmt:
— 1 Punkt Abzug bei fehlendem Startzustand
— 1 Punkt Abzug bei fehlendem Endzustand
— 1 Punkt Abzug bei jedem falschen Ubergang oder Zustand
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b) Sei Ly die Sprache iiber dem Alphabet {a,b}, die vom reguldren Ausdruck
bb(alb)*aa

erzeugt wird. Geben Sie den Zustandsgraphen eines deterministischen endlichen Automaten
an, der Lo akzeptiert. Bitte zeichnen Sie alle Uberginge und Zustinde sorgfiltig, inklusive des
Miillzustands (falls vorhanden). (8 Punkte)

LOSUNGSVORSCHLAG:

e 8 Punkte, wenn alles stimmt:

1 Punkt Abzug bei fehlendem Startzustand

1 Punkt Abzug bei fehlendem Endzustand

— 1 Punkt Abzug bei jedem falschen Ubergang oder Zustand
1 Punkt Abzug bei fehlendem Miillzustand
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c) Minimieren Sie den folgenden deterministischen endlichen Automaten (d.h. konstruieren Sie
einen deterministischen endlichen Automaten, der die gleiche Sprache akzeptiert und eine mini-
male Anzahl an Zustédnden benutzt). Nutzen Sie dazu das Verfahren aus der Vorlesung. Geben
Sie eine Partitionstabelle und den minimierten Automaten als Zustandsgraph an.

(10 Punkte)

a
()

LOSUNGSVORSCHLAG:
Unerreichbare Zustéande: z3, 24.
Partitionstabelle:

0. 20 Z5|Zl z92
1. z0| 25| 21 22 mit b

Zustandsgraph:

e 1 Punkt fiir unerreichbare Zustande

e 6 Punkte fiir die Partitionstabelle:
3 Punkte pro Zeile (inklusive ,,mit b* fiir die zweite Zeile)
2 Punkte Abzug, falls eine andere Minimierungsmethode verwendet wurde

e 3 Punkte fiir den minimierten Automaten:
1 Punkt Abzug, wenn Start- und/oder Endzustand nicht gekennzeichnet sind
1 Punkt Abzug bei jedem falschen Ubergang oder Zustand
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Losung Aufgabe 2 (Nicht regulire Sprachen): (18 Punkte)
a) Zeigen Sie mit dem Pumping-Lemma fiir regulére Sprachen, dass die Sprache
Lz = {ab'cd’ | i € N}

iiber dem Alphabet {a,b, c,d} nicht regulér ist. (10 Punkte)

Zur Erinnerung:

Eine Sprache L hat die Pumping-Eigenschaft, wenn es eine Zahl n € Ny gibt, sodass jedes Wort
z € L, welches Mindestlinge n hat, als z = uvw geschrieben werden kann, sodass |uv| < n, |[v] > 1
und fiir alle i € N: uv'w € L.

Das Pumping-Lemma fiir regulire Sprachen besagt, dass jede reguldre Sprache die Pumping-
Eigenschaft hat.

LOSUNGSVORSCHLAG: Um Nichtregularitit von Lz zu zeigen, reicht es durch das
Pumping-Lemma zu zeigen, dass L3 die Pumping-Eigenschaft nicht hat.

Der Beweis ist durch Widerspruch: Wir nehmen an, dass Ls die Pumping-Eigenschaft hat. Wir
wihlen w = ab™ed™. Damit sind auch w € L3 und |z| > n erfiillt.

Sei 2 = wvw eine beliebige Zerlegung von z, sodass |uv| < n, [v| > 1 und wviw € Lj fiir jedes
1 € N. Dann gibt es zwei Fille:

Wenn u = ¢, dann v = ab™ und w = b™cd® mit ny + ny = n. Dann ist wvw ¢ L3, denn
wv?w = b"2cd™ und es gibt kein a. Widerspruch zur Annahme, dass uv'w € Ls fiir jedes i € N.
Sonst ist u = ab™, v = b" und w = b™ed mit ny + ng + ng = n. Dann ist uv®w ¢ L3, denn

wvlw = ab™ 3 cd™ und es gibt weniger b’s als d’s. Widerspruch zur Annahme, dass uviw € L

fiir jedes 7 € N.

1 Punkt: z € L3 gewahlt
1 Punkt: |z| > n

2 Punkte: z ist geeignet

3 Punkte: Uber alle Zerlegungen u, v, w argumentiert:

— 1 Punkt Abzug, wenn der Fall u = ¢ vergessen wurde
— 0 Punkte Abzug, wenn unnétige Félle betrachtet wurden

3 Punkte: Fall gefunden, sodass uviw ¢ L3
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b) Beweisen Sie mithilfe der Abschlusseigenschaften der reguldren Sprachen, dass die Sprache

Ly ={a’bied’ | i,j € N}

iiber dem Alphabet {a,b, ¢, d} nicht regulir ist. L bezeichnet dabei das Komplement einer Spra-
che L. Sie diirfen annehmen, dass die Sprache L3 = {ab’cd’ | i € N} aus Teilfrage@) nicht regulér
ist.

Zur Erinnerung: Die regulédren Sprachen sind unter Vereinigung, Schnitt, Komplement, Produkt
und Kleeneschem Abschluss abgeschlossen. (8 Punkte)

LOSUNGSVORSCHLAG: Wir nehmen an, dass Ly regulir ist. Das heifit, dass ihr Kom-
plement {abicd’ | i,j € N} = {a'bcd’ | i,j € N} auch regulér ist. Somit ist der Schnitt der
offensichtlichen reguliren Sprache {ab’cd’ | i, € N} mit {a’b/cd’ | i,j € N} auch regulir. Aber
dies ist genau die Sprache L3, die nicht reguldr ist. Widerspruch.

1 Punkt: Annahme, dass L4 regulér ist.

2 Punkte: Komplement ist regulér.
2 Punkte: {ab’cd’ | i,j € N} ist regulér.
2 Punkte: Schnitt ist regulér.

1 Punkt: Verweis auf Nichtregularitéit von Ls.
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Losung Aufgabe 3 (Kontextfreie Sprachen): (24 Punkte)
a) Die Sprache Lj iiber dem Alphabet 31 = {a, b, c,d, e} sei definiert als
Ls = {ab'c’d'e | i,j € Nug}

Geben Sie eine kontextfreie Grammatik G, die Ly erzeugt, als 4-Tupel an. Die Grammatik
darf keine e-Produktionen enthalten. Erldutern Sie, warum G die Sprache Ls erzeugt. Be-
schreiben Sie beispielsweise, welche ,, Aufgabe“ die einzelnen Nichtterminale bei der Erzeugung
iitbernehmen. (5 Punkte)

Geben Sie zusétzlich eine Linksableitung fiir das Wort abbbceddde fiir Thre Grammatik an.
(3 Punkte)

LOSUNGSVORSCHLAG: G; = (V,%y,P,S) mit V = {S,T,U} und

P={S—aTe,T — bTd | bUd, U — Uc | c}

S erzeugt zundchst a und e, mit 7" in der Mitte. Aus T lassen sich ein oder mehr b/d-Paare
erzeugen, mit U in der Mitte. Aus U lassen sich ein oder mehr ¢’s erzeugen.

Linksableitung;:
S = aTe = abT'de = abbTdde = abbbUddde = abbbU cddde = abbbccddde.

e 5 Punkte fiir die Grammatik:

3 Punkte fiir die Grammatik
— 2 Punkte fiir die Erlduterung

Maximal 1 Punkt, falls Grammatik ganz falsch
— Maximal 1 Punkt, wenn die Grammatik nicht kontextfrei ist

Maximal 1 Punkt fiir Erlauterung bei falscher Grammatik
— 1 Punkt Abzug fiir ,,off by one®“ in 7" und/oder U

e 3 Punkte fiir die Linksableitung;:
— 1 Punkt, falls keine Linksableitung oder falls Syntaxbaum
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b) Gegeben sei die kontextfreie Grammatik Go = (Va, X9, P», S) mit Vo = {S,T,U}, ¥ = {a,b,c,
d,e} und
P,={S—>TU, T —aTb,T — ¢, U — dUe, U — de}

Geben Sie eine mathematische Beschreibung der Sprache an, die G2 erzeugt. (6 Punkte)

LOSUNGSVORSCHLAG: L(Gs) = {aichidiel | i € N, j € Nugl.

2 Punkte fiir Losung von der allgemeinen Form a’cb*d‘le™

1 Punkt: richtige Anzahl an a’s, b’s

1 Punkt: s € N

e 1 Punkt: richtige Anzahl an d’s und e’s und eigene Variable j
1 Punkt: j € Nyg
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c) Sei Gz = (V3,%3, P3,S) mit V3 = {S, A, B}, ¥3 = {a, b} und
Py=1{S —» AB|BA, A— AA| AB | a, B — BA| b}

eine kontextfreie Grammatik.

Entscheiden Sie, ob aababa € L(G3) ist, indem Sie den Algorithmus von Cocke, Younger und Ka-
sami (CYK-Algorithmus) ausfithren. Geben Sie die dabei entstehende Tabelle und die Ausgabe
des Algorithmus an. (10 Punkte)

LOSUNGSVORSCHLAG: Tabelle:

Wort a a b a b a
g\ 1 2 3 4 5 6
1 A A B A B A |
2 A S, A S, B S, A S, B
3 A, S S, A S, B S, A
4 |AS S, A S, B
5 A, S S, A
6 A, S

Da S € V(1,6) ist, ist aababa € L(G3).

e 1 Punkt fiir richtige Antwort (ja)
e 9 Punkte fiir Tabelle
— 1 Punkt Abzug per falsche Zelle
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Losung Aufgabe 4 (Berechenbarkeit und Entscheidbarkeit): (16 Punkte)

a) Geben Sie den Zustandsgraphen einer deterministischen Turingmaschine M = (Z,%,T,4, zo,
O, F) mit ¥ = {0,1} an, sodass Starty(ai---a,) F3, O---02(1 —a1)--- (1 —ap)0d---0O fiir
ein z € E. Fir die Eingabe 10110 wiirde die Turingmaschine zum Beispiel den Bandinhalt
durch 01001 ersetzen, den Schreib-Lesekopf wieder zum Anfang der Ausgabe positionieren und
anhalten.

(8 Punkte)

LOSUNGSVORSCHLAG:

e 8 Punkte, wenn alles stimmt:
— 1 Punkt Abzug bei fehlendem Startzustand
1 Punkt Abzug bei fehlendem Endzustand
1 Punkt Abzug bei jedem falschen Ubergang oder Zustand

— 1 Punkt Abzug bei fehlenden Ubergéingen aus 2o

1 Punkt Abzug wenn ¢ nicht terminiert
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b) Der Satz von Rice besagt:

Sei R die Klasse aller turingberechenbaren Funktionen. Sei S eine nichtleere echte Teilmenge
von R. Dann ist folgende Sprache unentscheidbar:

C(S) = {w | die von der deterministischen Turingmaschine M,,
berechnete Funktion liegt in S}

wobei M, die Turingmaschine mit der Gédelnummer w bezeichnet.

Wenden Sie fiir jede der beiden Aussagen unten den Satz von Rice an, um sie zu beweisen, oder
erkldren Sie, warum der Satz nicht anwendbar ist.

(i)

(if)

Es ist unentscheidbar, ob eine gegebene deterministische Turingmaschine nach héchstens
1000 Schritten anhilt. (3 Punkte)

LOSUNGSVORSCHLAG: Der Satz ist nicht anwendbar, weil die Eigenschaft eine der
Turingmaschine und nicht ihrer Sprache ist.

Die Sprache ist sogar entscheidbar. Man kann sie entscheiden, indem man versucht,
die Turingmaschine 1001 Schritte laufen zu lassen. Wenn dies gelingt, ist die Antwort
»Nein“. Sonst ist die Antwort ,Ja“. Bei nichtdeterministschen Ubergingen werden alle
Mboglichkeiten parallel (oder nacheinander) gepriift.

e 1 Punkt fiir richtige Antwort (nicht anwendbar)
e 2 Punkte fiir kurze Begriindung

Es ist unentscheidbar, ob eine gegebene deterministische Turingmaschine fiir mindestens
eine Eingabe ¢ € N die Zahl ¢ + 1 berechnet. (5 Punkte)

LOSUNGSVORSCHLAG: Der Satz ist anwendbar. Sei S die Menge aller (partiellen
oder totalen) Funktionen f, sodass es ¢ mit f(i) =i+ 1 gibt.

S ist nicht leer. Z.B. ist (i —» i+ 1) € S.
S ist auch nicht gleich R, weil es z.B. die Funktion (i — i) € R\ S gibt.
Dann ist folgende Sprache unentscheidbar:

C(S) = {w | die von der deterministischen Turingmaschine M,
berechnete Funktion liegt in S}

= {w | die Turingmaschine M,, berechnet eine Funktion f,
welche fiir mindestens eine Eingabe ¢ € N die Zahl ¢ + 1 berechnet}

1 Punkt fiir richtige Antwort (anwendbar)
1 Punkt fiir die Definition von S

1 Punkt fiir ,,S nicht leer*

1 Punkt fiir ,S nicht gleich R“

1 Punkt fiir den Beweis ,C(S) = --- ¢
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Losung Aufgabe 5 (Komplexitit): (16 Punkte)

a) Wir erinnern zunéchst an die Definition des GRAPH-COLORING-Problems:

gegeben: ein ungerichteter Graph G = (V, E') und eine Zahl k € N

gefragt:  Gibt es eine Féarbung der Knoten in V' mit héchstens k Farben, sodass keine
zwei benachbarten Knoten in G die gleiche Farbe erhalten?

In der Vorlesung wurde bewiesen, dass GRAPH-COLORING N P-schwer ist. Zur Erinnerung
bestand der Beweis aus folgenden Schritten:

e Wir zeigen 3-CNF-SAT <, GRAPH-COLORING.

e Sei F' = K1 A--- N\ K, eine 3-CNF, sodass jede Klausel K; genau 3 Literale enthélt.

o Wir erzeugen ein GRAPH-COLORING-Problem mit £ = 3 Farben.

o Wir konstruieren die ,,Palette und fiir jede Klausel ein ,,Oder-Gatter®.

e Der Graph ist k-farbbar g.d.w. F' erfiillbar ist.

e Die Ubersetzung von F in einen Graphen ist total und polynomiell.

Ein verwandtes Problem ist das GRAPH-3-COLORING-Problem:

gegeben: ein ungerichteter Graph G = (V, E)

gefragt:  Gibt es eine Féarbung der Knoten in V' mit hochstens drei Farben, sodass
keine zwei benachbarten Knoten in G die gleiche Farbe erhalten?

Ist GRAPH-3-COLORING N P-schwer? Begriinden Sie kurz Thre Antwort. (6 Punkte)

LOSUNGSVORSCHLAG: Ja, denn die Reduktion 3-CNF-SAT <p, GRAPH-COLORING,
die wir in der Vorlesung gesehen haben, nutzt nur drei Farben. Daher kann man die gleiche Be-
weisidee fiir 3-CNF-SAT <, GRAPH-3-COLORING verwenden, um N P-Schwere von GRAPH-
3-COLORING zu beweisen.

e 2 Punkt fiir richtige Antwort (ja)
e 4 Punkte fiir , N’P-Schwere“-Beweis
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b) In der Vorlesung wurden die Probleme CLIQUE, INDEPENDENT-SET und VERTEX-COVER
vorgestellt. Das CLIQUE-Problem lésst sich so definieren:

gegeben: ein ungerichteter Graph G = (V, E') und eine Zahl k € N

gefragt:  Besitzt G eine Clique der Gréfie mindestens k, d.h. eine Menge V' C V,
sodass |V’| > k und fir alle u,v € V' mit u # v gilt {u,v} € E?

Das INDEPENDENT-SET-Problem lasst sich so definieren:

gegeben: ein ungerichteter Graph G = (V, E') und eine Zahl k € N

gefragt:  Besitzt G eine unabhéingige Knotenmenge der Grofie mindestens k, d.h., eine
Menge V' C V mit |V’| > k, sodass keine zwei Knoten aus V' iiber eine Kante
aus F verbunden sind?

Das VERTEX-COVER-Problem lasst sich so definieren:

gegeben: ein ungerichteter Graph G = (V, E') und eine Zahl k € N

gefragt:  Besitzt G eine iiberdeckende Knotenmenge der Groéfle hochstens k, d.h. eine
Menge V' C V mit |V'| < k, sodass jede Kante aus F mindestens einen ihrer
beiden Knoten in der Menge hat?

Sie diirfen als bekannt annehmen, dass diese drei Probleme N P-vollstéindig sind.
Nun fiithren wir folgendes STRANGERS-Problem ein:

gegeben: eine Menge von Personen P,
eine binére Relation K C P x P, wobei x K y intuitiv ,,z kennt y* heiflt, und
eine Zahl n € N

gefragt:  Gibt es eine Teilmenge S C P mit |S| > n, sodass alle Elemente von S
,Fremde® sind (formal: — s K ¢ fiir alle s,t € S)?

Beweisen Sie mithilfe einer Polynomialzeit-Reduktion, dass STRANGERS N P-schwer ist.
(10 Punkte)

LOSUNGSVORSCHLAG: Wir zeigen INDEPENDENT-SET <, STRANGERS.

Sei ((V, E), k) eine INDEPENDENT-SET-Instanz. Wir setzen f((V, E), k) = (P, K,n) mit P =
V, K ={(z,y) | {z,y} € E} und n = k.

Die Funktion f ist offensichtlich total und lasst sich in Polynomialzeit berechnen.

Korrektheit:

((V, E), k) € INDEPENDENT-SET
g.d.w. G besitzt eine unabhéingige Knotenmenge der Gréfle mindestens k
g.d.w. es gibt V/ CV mit |V'| > k, sodass {u,v} € E fiir alle u,v € V'
g.d.w. es gibt S C P mit |S| > n, sodass {s,t} ¢ E fiir alle s,t € S
g.d.w. es gibt S C P mit |S| > n, sodass (s,t) ¢ {(z,y) | {z,y} € E} fir alle s,t € S
g.d.w. es gibt S C P mit |S| > n, sodass - s Kt fiir alle s,t € S
g.d.w. (P,K,n) € STRANGERS

e 2 Punkte: ,INDEPENDENT-SET <, STRANGERS* (eventuell ,CLIQUE <, STRAN-
GERS¥)
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4 Punkte: Definition von f
— 1 Punkt fiir P
— 2 Punkte fiir K

x 0 Punkte, falls K einfach als F defininiert oder die ungerichtete Natur von F sonst
nicht beriicksichtigt

— 1 Punkt fiir n
1 Punkt: f ist (total und) polynomiell

3 Punkte: ,,g.d.w.“-Beweis

— 2 Punkte fiir Ausfalten der Definitionen von INDEPENDENT-SET und STRANGERS
— 1 Punkt fiir Ausfalten der Definition von K

Insgesamt hochstens 2 Punkte, falls die Reduktion falsch herum ist
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