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TIMI11-1 PCP-Varianten

a)

b)

(2 Punkte)

Wir betrachten das 456PCP-Problem, eine Variante von PCP, bei der die ,Spiel-
steine” auf das Alphabet X. = {4, 5,6} beschrinkt sind. Eine Instanz von 456PCP
ist also eine endliche Folge von Paaren (x1,y1), ..., (Xu, yn) mit x;,y; € {4,5,6}"
firi = 1,...,n. Eine Losung der Instanz K ist wie bei PCP eine endliche Folge
von Indices iy, ...,i, € IN,sodass x;, - - x;, = Vi, - - * Vi,

Zeigen Sie durch Reduktion von PCP auf 456PCP, dass 456PCP unentscheidbar
ist.

Wir betrachten das PCP4-Problem, eine Variante von PCP, bei der die Spielsteine
aus vier Wortern bestenen. Eine Instanz von PCP4 ist also eine endliche Folge von
4-Tupeln (x1,y1,21,41), -+, (Xu, Yn, Zn, n) mit x;,y;,z;,u; € L1 furi = 1,...,n.
Eine Losung der Instanz K ist dhnlich zu PCP eine endliche Folge von Indices

il/...,im EN,SOdaSSle me :yll ylm :le Zlm :ull ul

Zeigen Sie durch Reduktion von PCP auf PCP4, dass PCP4 unentscheidbar ist.

m

Sind die folgenden Instanzen K;, K, von PCP4 losbar? Wenn ja, geben Sie eine
Losung (also eine geeignete Folge von Indizes) an. Wenn nein, beweisen Sie, dass
die Instanz keine Losung hat.

[ bbc a | [cca abc
Ky = bca ab ca bee
cab |’ | abb a cce
| bbca a | ca bec
[ ¢ ach | bea b

Ky = b baa caaa ba
bab |’ | aaa b b

| cc acba | c bab

TIMI11-2 Beweise priifen

(0 Punkte)

In den folgenden Teilaufgaben betrachten wir jeweils einen Beweis, der einen Fehler

enthélt. Identifizieren Sie diesen Fehler (mit kurzer Begriindung).



a)

b)

Beweisen oder widerlegen Sie: Die Sprache
D = {w € {0,1}" | My, akzeptiert w nicht}

ist semi-entscheidbar.

Beweis:

D ist semi-entscheidbar. Um das zu zeigen, konstruieren wir eine DTM M, die
D semi-entscheidet. Das heifst, dass M fiir alle Eingaben w € D halt und fiir alle
Eingaben w ¢ D nicht halt.

Angenommen, es gibe so eine Turingmaschine M. Betrachte ein Wortw € {0,1}*.

e Wenn w € D ist, dann akzeptiert M, die Eingabe w. Somit akzeptiert auch
M das Wort w.

¢ Wenn w ¢ D ist, dann hilt M, mit Eingabe w nicht. Somit akzeptiert auch
M das Wort w nicht.

M semi-entscheidet also D.

SeiL, = {w#x | w,x € {0,1}* und x € L(My)}. Diese Sprache ist semi-entscheid-
bar, aber nicht entscheidbar.

Zeigen Sie: Die Sprache L, = {w € {0,1}* | L(M,) ist regulér} ist unentscheid-
bar.

Beweis:

Wir reduzieren L, auf L,. Da L, unentscheidbar ist, folgt daraus, dass L, unent-
scheidbar ist.

Seiv € {0,1,#}*. Wir definieren die Reduktionsfunktion f durch

(o) = wy, falls v = w#x und M, akzeptiert x
B wp, sonst

Dabei ist M3 eine Turingmaschine, die die regulédre Sprache {0, 1}* akzeptiert. My
ist eine Turingmaschine, die die nichtreguldre Sprache {0"1" | n € IN} akzeptiert.
w)y, ist die Bindrkodierung der jeweiligen Turingmaschine.

M3, M4 und die Bindrkodierungen sind offensichtlich berechenbar, also ist f be-
rechenbar (und offensichtlich total). Weiterhin gilt:

v E Ly
gdw. v=wh#xundx € L(M,y)
g.d.w. My, akzeptiert eine reguldre Sprache
gdw. f(v) €L

Somit ist f eine valide Reduktionsfunktion und L, < L.



c) Sei A = {w € {0,1}* | My hilt bei Eingabe 36 mit Ausgabe 42 an}. Zeigen Sie
durch Reduktion von Hy auf A, dass A unentscheidbar ist.
Beweis:

Wir zeigen Hy < A. Da Hy unentscheidbar ist, folgt daraus, dass auch A unent-
scheidbar ist.

Wir definieren die Reduktionsfunktion f : {0,1}* — {0,1}* wie folgt. Fir w €
{0,1}* berechnet f zunichst die Turingmaschine M,,, erstellt daraus eine Turing-
maschine T und berechnet anschliefSend deren Bindrcodierung wr. Dabei verhalt
sich T wie folgt:

e Priife, ob auf dem Band die Zahl 36 (in Bindrdarstellung) steht. Falls nein,
gehe in eine Endlosschleife iiber.

e Fihre M, aus.

¢ Falls M, anhailt, schreibe die Zahl 42 (in Bindrdarstellung) auf das Band und
akzeptiere.

Die Funktion f ist offensichtlich total. Sie ist auch berechenbar, da T konstruierbar
ist. Weiterhin gilt:

w € Hy
g.d.w. My hilt auf leerem Band
g-d.w. Mg, hdlt fiir Eingabe 36 mit Ausgabe 42
gdw. f(w)eA

Somit ist f eine valide Reduktionsfunktion und Hy < A.



	TIMI11-1 PCP-Varianten
	TIMI11-2 Beweise prüfen

