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Klausur zur Vorlesung
Formale Sprachen und Komplexitét

Die Bearbeitungszeit betrigt 120 Minuten. Hilfsmittel sind nicht erlaubt, auch das Mitfithren aus-
geschalteter elektronischer Geréte wird als Betrug gewertet. Schreiben Sie Ihren vollstédndigen Namen
und Thre Matrikelnummer deutlich lesbar auf dieses Deckblatt, sowie Ihren Namen in die Kopfzeile
auf jedem Blatt der Klausurangabe. Geben Sie alle Blatter ab, lassen Sie diese zusammengeheftet.
Verwenden Sie nur dokumentenechte Stifte und weder die Farben rot noch griin.

Kontrollieren Sie, ob Sie alle Aufgabenblétter erhalten haben. Aufgabenstellungen befinden sich auf
den Seiten 1-16. Sie diirfen die Riickseiten fiir Nebenrechnungen nutzen. Falls Sie die Riickseiten
fiir Antworten nutzen, so markieren Sie klar, was zu welcher Aufgabe gehért und geben Sie in der
entsprechenden Aufgabe an, wo alle Teile Ihrer Antwort zu finden sind. Streichen Sie alles durch, was
nicht korrigiert werden soll.

Lesen Sie die Aufgabenstellungen vollstdndig durch, bevor Sie mit der Bearbeitung der Aufgaben
beginnen. Es gibt 5 unterschiedlich gewichtete Aufgaben zu insgesamt 100 Punkten. Mit 50 Punkten
haben Sie sicherlich bestanden. Die Teilaufgaben kénnen unabhéngig voneinander bearbeitet werden.

Mit Threr Unterschrift bestétigen Sie, dass Sie zu Beginn der Klausur in ausreichend guter gesund-
heitlicher Verfassung sind und diese Klausurpriifung verbindlich annehmen.

Nachname:

Vorname:

Matrikelnummer:

Studiengang:

Die Klausur soll gewertet werden: 0 JA [0 NEIN

Hinweis: Ist keines der beiden Felder angekreuzt, so wird JA angenommen.

Hiermit erklére ich die Richtigkeit der obigen Angaben:

(Unterschrift)

Die folgende Tabelle NICHT ausfiillen:

Aufgabe 1 2 3 4 5 > Bonus Note

Punkte 33 28 11 16 12 100

Erreicht




Name: 1

Aufgabe 1 (Regulidre Sprachen): (33 Punkte)
a) Die Sprache Ly C {a,b}* sei definiert als
Ly :={uabv | u,v € {a,b}*} U{ubav | u,v € {a,b}*}

L, enthilt daher genau alle Worter iiber {a, b}, die ab oder ba als Teilwort haben.

Geben Sie den Zustandsgraphen eines nichtdeterministischen endlichen Automaten (ohne e-
Ubergiinge) A; an, fiir den gilt: L(A;) = L.

Die Aufgabe wird auf dem ndchsten Blatt fortgesetzt.



Name:

Fortsetzung von Aufgabe [1]:
b) Die Sprache Lo C {a,b, c}* sei definiert als
Ly :={w € {a,b,c}* | #.(w) = 3}

Die Sprache Ls enthilt daher alle Worter iiber {a, b, ¢}, die genau drei ¢’s enthalten.

Geben Sie einen reguldren Ausdruck o mit L(«) = Lo an.

Die Aufgabe wird auf dem ndchsten Blatt fortgesetzt.



Name: 3

Fortsetzung von Aufgabe [1]:

¢) Bestimmen Sie den Index der Nerode-Relation fiir die Sprache Ly = {w € {a, b, c}* | #.(w) = 3}
und begriinden Sie Thre Antwort.

Die Aufgabe wird auf dem ndchsten Blatt fortgesetzt.



Name: 4

Fortsetzung von Aufgabe[1):

d) Berechnen Sie fiir den folgenden deterministischen endlichen Automaten Ay (der Worter iiber
dem Alphabet ¥ = {a} verarbeitet) den Minimalautomaten, d.h. einen deterministischen
endlichen Automaten, der die gleiche Sprache akzeptiert und eine minimale Anzahl an Zustdnden
benutzt.

Erldutern Sie Ihre Berechnung, indem Sie die Minimierungstabelle angeben, und geben Sie den
Minimalautomaten als Zustandsgraphen an.

Die Aufgabe wird auf dem ndchsten Blatt fortgesetzt.



Name:

Fortsetzung von Aufgabe [1]:

e) Der folgende Automat Az

ist bereits ein Minimalautomat mit Eingabealphabet ¥ = {a, b, c}.

Begriinden Sie fiir jedes der Zustandspaare
(i) (20,21)

(ii) (2’0,22)

(iii) (2’1,23)

warum die beiden Zustédnde des Paares nicht dquivalent sind.



Name: 6

Aufgabe 2 (Kontextfreiheit): (28 Punkte)
a) Die Sprache Ls iiber {a,b,c,d} sei definiert als
Lz :={a'b'dd’ | i,j € Nyo}
Informell: Alle Worter aus Ls sind von der Form a’b‘c?d’, wobei 4, j positive Zahlen sind.

(i) Geben Sie eine kontextfreie Grammatik G an, die L3 erzeugt (d.h. L(G1) = L3) und
erlautern Sie, warum G, die Sprache L3 erzeugt. Beschreiben Sie beispielsweise, welche
»,Aufgabe* die einzelnen Nichtterminale bei der Erzeugung iibernehmen.

Geben Sie zusétzlich eine Linksableitung fiir das Wort aabbeeeddd fiir Thre Grammatik
an.

Die Aufgabe wird auf dem ndchsten Blatt fortgesetzt.



Name:

Fortsetzung von Aufgabe [3:

(ii) Zeigen Sie mit dem Pumping-Lemma fiir regulidre Sprachen, dass
Ly = {a"b'dd | i,j € Nog}

nicht reguléir ist.

Zur Erinnerung:

Pumping-Lemma fiir regulire Sprachen.

Sei L eine regulidre Sprache. Dann gibt es eine Zahl n € N, sodass jedes Wort z € L,
das Mindestlinge n hat (d.h. |z| > n), als z = uvw geschrieben werden kann, sodass
gilt:

i) luv| < n,

i) |v| > 1 und

iii) fiir alle > 0: uv'w € L.

Die Aufgabe wird auf dem ndchsten Blatt fortgesetzt.



Name: 8

Fortsetzung von Aufgabe [

b) Fiir eine kontextfreie Grammatik G5 mit Startsymbol S und Variablen {S, A, B} wurde der
CYK-Algorithmus fiir das Wort baabab ausgefiihrt. Der Algorithmus hat dabei die folgende
Tabelle fiir die V' (i, j)-Mengen berechnet:

Wort b a a b a b
J\i 1 2 3 4 5 6
1 B A A B A B ‘
2 B S S
3 S S
4 A
5 B,S
6 S

(i) Geben Sie anhand obiger Tabelle drei verschiedene Worter an, die in L(G3) liegen und
begriinden Sie Ihre Antwort.

(ii) Geben Sie anhand obiger Tabelle zwei verschiedene Worter an, die nicht in L(G3) liegen
und begriinden Sie Ihre Antwort.



Name: 9

Aufgabe 3 (Kontextsensitivitéit): (11 Punkte)

Sei Gs = (V={S,X},¥ ={a,b,c}, P,S) eine Typ 1-Grammatik, wobei

P={S— aXb, S — ab, aX — aaXb, aX — ac}

Wir erinnern an die Definition von L7, wobei m € N,n € Nyg:

Ly,

={we (VUL)*||w| <nund S =~ wmit k <m}

L7 ist also die Menge aller Satzformen der Lénge hochstens n, die in héchstens m Schritten von S
aus ableitbar sind.

a) Berechnen Sie L? fiir alle i € N. Begriinden Sie kurz Ihre Berechnung. Die Berechnung von L3
und L3 ist bereits angegeben.

L§ = {S}
L} = {S}U{aXb,ab} weil S — aXbe€ Pund S — ab € P

Die Aufgabe wird auf dem ndchsten Blatt fortgesetzt.



Name:

10

Fortsetzung von Aufgabe [3:

b) Geben Sie anhand der obigen Berechnung zwei Worter an, die in der Sprache L(G3) liegen.

Die Aufgabe wird auf dem ndchsten Blatt fortgesetzt.



Name: 11

Fortsetzung von Aufgabe [3:

c) Geben Sie anhand der obigen Berechnung zwei Worter an, die nicht in der Sprache L(G3)
liegen.



Name: 12

Aufgabe 4 (Komplexititstheorie): (16 Punkte)
Wir erinnern zunéchst an die Definition des GRAPH-COLORING-Problems:

gegeben:  Ein ungerichteter Graph G = (V, E') und eine Zahl k € N
gefragt:  Gibt es eine Farbung der Knoten in V mit < k Farben, sodass keine zwei benachbarten
Knoten in G die gleiche Farbe erhalten?

a) Es sei G der folgende Graph und k = 3:

Zeigen Sie, dass (G1,k) € GRAPH-COLORING gilt. In Threr Antwort konnen Sie einzelne
Buchstaben als Namen fiir die Farben (z.B. R fiir Rot) nutzen.

Die Aufgabe wird auf dem ndchsten Blatt fortgesetzt.



Name: 13

Fortsetzung von Aufgabe [§):

b) Es sei G derselbe Graph wie in Frage a) und k& = 2. Zeigen Sie, dass (G1,k) ¢ GRAPH-
COLORING gilt.

Die Aufgabe wird auf dem ndchsten Blatt fortgesetzt.



Name: 14

Fortsetzung von Aufgabe [§):

c¢) Der folgende Beweis ist falsch. Lokalisieren Sie den Fehler und begriinden Sie, wieso der Beweis
falsch ist.

Satz: GRAPH-COLORING ist N'P-schwer.
Beweis: Wir zeigen GRAPH-COLORING <, SAT. Das heifit, wir werden ein beliebiges

GRAPH-COLORING-Problem als SAT-Problem kodieren. Da wir wissen, dass SAT NP-
schwer ist, zeigt dies, dass GRAPH-COLORING N P-schwer ist.

Sei G = (V, E) ein Graph. Fiir jeden Knoten v € V stellen wir k& Variablen auf, eine pro Farbe:
v1,..., V. Die Variable v; ist wahr, wenn v die i-te Farbe hat.

Fiir jeden Knoten v erzeugen wir zuerst die aussagenlogische Formel v; V- - -V oy, die sicherstellt,
dass jeder Knoten mindestens eine Farbe hat.

Zusitzlich erzeugen wir die Formeln —w; vV —wyj fiir alle 4,5 € {1,...,k}, sodass i # j. Zusammen
stellen diese Formeln sicher, dass jeder Knoten maximal eine Farbe hat.

Ferner erzeugen wir fiir jedes Paar von benachbarten Knoten v, w und jede Farbe i € {1,...,k}
die Formel —w; V —w;, die sicherstellt, dass benachbarte Knoten nicht die gleiche Farbe haben.

Schlussendlich nehmen wir als Formel F' die Konjunktion F; A--- A F,, von allen oben beschrie-
benen Formeln.

Damit gilt: Die Formel F ist genau dann erfiillbar, wenn G k-firbbar ist. Da die Ubersetzung
in Polynomialzeit berechnet werden kann, haben wir GRAPH-COLORING <, SAT gezeigt.




Name: 15

Aufgabe 5 (Gemischte Fragen): (12 Punkte)
Pro Frage gibt es genau eine richtige Antwort.

Jede Antwort ist 2 Punkte wert. Eine Antwort, bei der 0 oder mindestens 2 Késtchen angekreuzt sind,
zahlt als falsch.

WHILE-berechenbare Funktionen sind manchmal
I:l nicht p-rekursiv

I:‘ nicht Turing-berechenbar

I:‘ nicht GOTO-berechenbar

I:l nicht LOOP-berechenbar

Das INDEPENDENT-SET-Problem ist A'P-vollstéindig. Zudem ist bekannt, dass
| | INDEPENDENT-SET € P

| | INDEPENDENT-SET ¢ P

|| Wenn INDEPENDENT-SET € P, dann gilt P = N'P

| ] Wenn P # AP, dann INDEPENDENT-SET € P

Sei Ly = {w | Die Turingmaschine M,, berechnet fiir jede Eingabe z als Ausgabe die Zahl x + 1 (binér
kodiert)}. Die Sprache L4 ist unentscheidbar aufgrund des Satzes von Rice, denn C(S) = Ly fiir

[ 5=

I:‘ S ={f}, wobei f(x) =z fiir alle x

I:l S ={f}, wobei f(x) =1+ z fir alle x

I:l S ={f| f ist eine in polynomieller Zeit berechenbare Funktion}

Die Aufgabe wird auf dem ndchsten Blatt fortgesetzt.



Name:
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Fortsetzung von Aufgabe [3:

Das LOOP-Programm
xo =21 + 2

LOOP z; DO
To: =29+ 3
END

berechnet die Funktion f mit
I:l fley=2-x

L ey =3-y+2

I:‘ flz,y)=3-y+x+2
I:‘ flz,y,z)=x-y+5-2

Seien Ls und Lg kontextfreie Sprachen.
Dann gibt es einen DFA, der Ls U Lg akzeptiert.
Dann gibt es einen NFA, der Ls U Lg akzeptiert.

HinnN

Dann gibt es einen Kellerautomaten, der L5 U Lg akzeptiert.

Dann gibt es einen reguldren Ausdruck, der Ls U Lg erzeugt.

Die Grammatik G = ({4, B,C, D},{a,b}, P, A) mit

P={A— aq,
A — BC,
B — b,
B — CC,
D — b,
D — BC}

ist vom Typ 0, aber nicht vom Typ 1
ist vom Typ 1, aber nicht vom Typ 2
ist vom Typ 2, aber nicht vom Typ 3

LI

ist vom Typ 3
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