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TIMI12-1 PCP-Varianten (2 Punkte)

a)

b)

Wir betrachten das LPCP-Problem, eine Variante von PCP, bei der die ,Spielsteine’
auch das leere Wort enthalten kénnen. Fine Instanz von LPCP mit Alphabet X
ist also eine endliche Folge von Paaren (xi1,y1),...,(Xn, yn) mit x;,y; € L* fiir
i = 1,...,n (wohingegen bei PCP gilt: x;,y; € £7). Eine Losung der Instanz K
ist wie bei PCP eine endliche Folge von Indices iy, ...,i,; € IN sodass x;, - - - x;, =
Yio 0 Yin-

Zeigen Sie durch Reduktion von PCP auf LPCP, dass LPCP fiir |X| > 2 unent-
scheidbar ist.

LOSUNGSVORSCHLAG:

Wir zeigen PCP < LPCP. Da PCP unentscheidbar ist, ist damit auch LPCP unent-
scheidbar.

Eine Instanz K von PCP ist auch eine Instanz von LPCP, wir konnen als Reduk-
tionsfunktion f also f(K) = K wihlen. Offensichtlich ist f total und berechenbar
und es ist auch K 1osbar g.d.w. f(K) losbar ist.

Sind die folgenden Instanzen Kj, K, von LPCP losbar? Wenn ja, geben Sie eine
Losung (also eine geeignete Folge von Indizes) an. Wenn nein, beweisen Sie, dass
die Instanz keine Losung hat.
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LOSUNGSVORSCHLAG:

K ist nicht 16sbar. Wir bemerken zunichst, dass die Instanz symmetrisch ist:
wenn man das obere und untere Wort vertauscht sowie alle a’s durch b’s ersetzt



und alle b’s durch a’s, wird der erste Stein zum zweiten und der dritte zum vier-
ten.

Nun betrachten wir die Steine, mit denen eine Losung anfangen konnte:

° [aga] . Die einzige Moglichkeit, die Folge fortzusetzen, ohne dass die Worter

. 41 . . aa . .
unterschiedlich werden, ist wieder [ . ] . Dadurch kommen wir aber nie zu

einer Folge mit gleichen Wortern oben und unten.

o [aabba } . Hier haben wir mehrere Moglichkeiten, die Folge fortzusetzen:

{aabba } . Dadurch werden die Worter unterschiedlich.

bab
- [ ba ].Analog.

, aa : .
Ein oder mehr [ . ] . Dann kann man wiederum die Folge nur fortset-

zen, indem man diesen Stein wiederholt, kommt aber dadurch nie zu
einer Losung.

€
bb

Ein oder mehr [ ] . Analog.

e . aa
J [bb].Symmetrlsch zZu [ . ]

bab . ab
[ ba ] . Symmetrisch zu [aba] .

Kein Anfangsstein fiihrt zu einer Losung, also ist die Instanz unlosbar.
K> hat die Losung 3, 1,4, 2, 3, also

] Ll L) o)

Diese Steine ergeben oben und unten das Wort baaabcbaa.

¢) Wir betrachten das EVENPCP-Problem, eine Variante von LPCP, bei der die Worter
auf den Spielsteinen gerade Lange haben miissen. Eine Instanz von EVENPCP
ist also eine endliche Folge von Paaren (x1,y1),...,(Xn, ¥») mit x;,y; € {w |
w € X* und |w| gerade} fiiri = 1,...,n. Beispielsweise ist (ab, aaba) ein erlaubter
Spielstein; (ab, aab) aber nicht.

Zeigen Sie durch Reduktion von PCP auf EVENPCP, dass EVENPCP fiir || > 2



unentscheidbar ist.

LOSUNGSVORSCHLAG:

Wir zeigen PCP < EVENPCP. Da PCP unentscheidbar ist, folgt daraus, dass auch
EVENPCP unentscheidbar ist.

Sei K = ((x1,y1),...,(xn,yn)) eine Instanz von PCP mit Alphabet X. Wir
definieren fiir jedes Wort w = z;---z, mit z; € X das Wort f(w) =
2121 - - - ZpzZp. Damit ist | f (w)| gerade. Definiere nun die EVENPCP-Instanz f (K) =
((f(x1), f(y1)), -+, (f(xn), f(yn)))- Offensichtlich ist f total und berechenbar. Au-
Berdem ist f kompatibel mit Konkatenation: f(u# ov) = f(u) o f(v) fir alle
u,v € X*. Es gilt somit:

¢ Wenn K € PCP ist, dann hat K eine Losung iy,..., i, mit x; ---x; =
Yi, - Vi,. Dann ist auch

fCri) - flxi) = fOe o xi) = i vi) = fYn) - f(Yi)

und es ist also iy, . . ., iy, eine Losung fiir f(K), somit f(K) € EVENPCP.

e Wenn f(K) € EVENPCP ist, dann hat f(K) eine Losung iy,...,i, mit
f(xiy) - f(xi,) = f(yi,)---f(yi,). Wir definieren die Funktion g, die
aus einem Wort mit gerader Lange p jeden zweiten Buchstaben entfernt:
8(z12223 - - zp-12p) = 2z123---Zp—1. Damit ist ¢ linksinvers zu f, d.h.
g(f(w)) = w fur alle w € X*. Es gilt also:

Xip oo X, = §(f (i - x,)) = 8(f (%) - fxi,)) =
§(f (i) - 8Wi,)) = 8(f Wi, Yin)) = VYir " Vi,

Somit ist 7y, . ..,1, auch eine Losung fiir K und K € PCP.

d) Fiir Mengen X und A nennen wir eine Funktion f : ¥* — A* einen Homomorphis-
mus (siehe auch Aufgabe FSK6-4), wenn gilt:

fle)=¢
fluwov) = f(u)o f(v) VuoeE"

Wir definieren das Problem HOMPCP. Eine Instanz dieses Problem ist ein 4-Tupel
(X,A, f,g), wobei X und A endliche Mengen sind und f, g : £* — A* Homomor-
phismen. Eine Lésung der Instanz ist ein Wort w € £ sodass gilt: f(w) = g(w).

Zeigen Sie durch Reduktion von LPCP auf HOMPCP, dass HOMPCP fiir |A| > 2
unentscheidbar ist.



LOSUNGSVORSCHLAG:

Wir zeigen LPCP < HOMPCP. Da LPCP unentscheidbar ist, folgt daraus, dass
auch HOMPCP unentscheidbar ist.

Sei K = ((x1,y1), ..., (Xn,yn)) eine Instanz von LPCP mit Alphabet I'. Wir defi-
nieren eine Instanz F(K) = (%, A, f,g) von HOMPCP wie folgt:

r={1,...,n}
A=T
€ firi =¢
fi) =< x; furi € &
f(j)o f(k) firi=jok; jkext
3 firi =¢
g(i) =<y firi € &

¢(j) o g(k) firi=jok jkeXt
Worter aus 1 sind dabei endliche, nicht leere Folgen 7 - - - i,, von Indizes aus der
Indexmenge X. Offensichtlich sind f und g per Definition Homomorphismen.
Nun gilt:

¢ Eine Losung fiir K ist eine endliche, nicht leere Folge von Indizes iy, . .., i, €
2. Seiw =iy - - - ijy. Dann gilt:

fw) = f(i1) - fim) = xiy - X4, = Yiy +++ Yip, = g(i1) -~ g(im) = g(w)

Somit ist w eine Losung von F(K).

e Umgekehrt ist eine Losung von F(K) ein nicht leeres Wort w = iy - - - i, sO-
dass

Xjy - X, = fi1) - fim) = f(w) = g(w) = g(i) -+~ §(im) = Yir -+ Yiy,
Somit ist iy, ..., 1, eine Losung von K.

F ist aufierdem total und berechenbar und somit eine valide Reduktionsfunktion.

Ubrigens kann man analog auch HOMPCP auf LPCP reduzieren - HOMPCP und
LPCP sind letztlich nur zwei Formulierungen desselben Problems. Die Formu-
lierung mit Homomorphismen ist manchmal niitzlich, weil Homomorphismen
viele hiibsche Eigenschaften haben.



TIMI12-2 Beweise priifen (0 Punkte)

In den folgenden Teilaufgaben betrachten wir jeweils einen Beweis, der einen Fehler
enthélt. Identifizieren Sie diesen Fehler (mit kurzer Begriindung).

a) Beweisen oder widerlegen Sie: Die Sprache
D = {w € {0,1}" | My, akzeptiert w nicht}

ist semi-entscheidbar.

Beweis:

D ist semi-entscheidbar. Um das zu zeigen, konstruieren wir eine DTM M, die
D semi-entscheidet. Das heift, dass M fiir alle Eingaben w € D hélt und fiir alle
Eingaben w ¢ D nicht halt.

Angenommen, es gibe so eine Turingmaschine M. Betrachte ein Wortw € {0,1}*.
¢ Wenn w € D ist, dann akzeptiert My, die Eingabe w. Somit akzeptiert auch
M das Wort w.
e Wenn w ¢ D ist, dann hélt M, mit Eingabe w nicht. Somit akzeptiert auch
M das Wort w nicht.

M semi-entscheidet also D.

LOSUNGSVORSCHLAG:

Der Beweis enthilt zwei Fehler:

* w € D bedeutet, dass M, die Eingabe w nicht akzeptiert. Die zwei Stich-
punkte in der Losung sind also vertauscht.

¢ Selbst wenn wir diesen Fehler beheben, nimmt die Losung an, dass ein M
mit der gewiinschten Eigenschaft existiert, aber wir haben das nie gezeigt.
Der Beweis ist also zirkulér: ,Unter der Annahme, dass M existiert, existiert
M.II

Tatsdchlich ist D nicht semi-entscheidbar, d.h. die Aussage ist falsch. Intuition:
Die einzige Moglichkeit, zu testen, ob M, das Wort w nicht akzeptiert, ist, M,
auf w auszufithren. Wenn M, dann beliebig lange lduft, kann man nie sagen, ob
My, noch halten (und damit akzeptieren) wird oder nicht.

b) SeiL, = {whx | w,x € {0,1}* und x € L(My,)}. Diese Sprache ist semi-entscheidbar,
aber nicht entscheidbar.
Zeigen Sie: Die Sprache L, = {w € {0,1}* | L(My) ist regulédr} ist unentscheid-
bar.



<)

Beweis:
Wir reduzieren L, auf L,. Da L, unentscheidbar ist, folgt daraus, dass L, unent-
scheidbar ist.

Sei v € {0,1,#}*. Wir definieren die Reduktionsfunktion f durch

flo) = (M) falls v = w#x und M,, akzeptiert x
| (M) sonst

Dabei ist M3 eine Turingmaschine, die die reguldre Sprache {0,1}* akzeptiert.
My ist eine Turingmaschine, die die nicht-reguldre Sprache {0"1" | n € IN} ak-
zeptiert. (M;) ist die Bindrkodierung der jeweiligen Turingmaschine.

M3, My und die Bindrkodierungen sind offensichtlich berechenbar, also ist f be-
rechenbar (und offensichtlich total). Weiterhin gilt:

vE L,
g.dw. v=wh#rundx € L(My)
g-d.w. Mg, akzeptiert eine reguldre Sprache
gdw. f(v)elL,

Somit ist f eine valide Reduktionsfunktion und L, < L,.

LOSUNGSVORSCHLAG:

Die Reduktionsfunktion f ist nicht berechenbar. Um zu entscheiden, ob f(v) =
M3 oder f(v) = My, miissen wir entscheiden, ob M, das Wort x akzeptiert. Das
ist aber bekanntermafSen unentscheidbar.

Sei A = {w € {0,1}* | M, hélt bei Eingabe 36 mit Ausgabe 42 an}. Zeigen Sie
durch Reduktion von Hy auf A, dass A unentscheidbar ist.
Beweis:

Wir zeigen Hy < A. Da Hy unentscheidbar ist, folgt daraus, dass auch A unent-
scheidbar ist.

Wir definieren die Reduktionsfunktion f : {0,1}* — {0,1}* wie folgt. Fir w €
{0,1}* berechnet f zunichst die Turingmaschine M,,, erstellt daraus eine Turing-
maschine T und berechnet anschlieend deren Bindrcodierung (T). Dabei verhalt
sich T wie folgt:

e Priife, ob auf dem Band die Zahl 36 (in Bindrdarstellung) steht. Falls nein,
gehe in eine Endlosschleife iiber.

¢ Fihre M, aus.



¢ Falls M, anhilt, schreibe die Zahl 42 (in Bindrdarstellung) auf das Band und
akzeptiere.

Die Funktion f ist offensichtlich total. Sie ist auch berechenbar, da T konstruierbar
ist. Weiterhin gilt:

w € Hy
g.d.w. My hilt auf leerem Band
g-d.w. Mg, hilt fir Eingabe 36 mit Ausgabe 42
gdw. f(w)eA

Somit ist f eine valide Reduktionsfunktion und Hy < A.

LOSUNGSVORSCHLAG:

Die von f fiir w konstruierte Turingmaschine 16scht nicht das Band, bevor sie My,
ausfiihrt. Somit testet sie nicht, ob M, auf dem leeren Band hilt. Die Aussage
My hélt auf dem leeren Band g.d.w. M F(w) tir Eingabe 36 mit Ausgabe 42 halt”
ist also falsch.
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