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Plan fur Heute

» Primitive Rekursion und u-Rekursion
» Berechenbarkeit
» Halteproblem, Reduktion, Satz von Rice



Wiederholung: Primitiv rekursive Funktion

Eine Funktion f : N¥ — N ist primitiv rekursiv, wenn sie der folgenden induktiven Definition geniigt:

> Jede konstante Funktion f(xg, ..., Xk) = ¢ € N ist primitiv rekursiv.

» Die Projektionsfunktionen 7rf‘(x1 ..... Xk) = x; sind primitiv rekursiv.

> Die Nachfolgerfunktion succ(x) = x + 1 ist primitiv rekursiv.

» Komposition/Einsetzung: Wenn g : N — N und fir i =1, ..., m: h; : NK = N primitiv

rekursiv sind, dann ist auch f mit f(x;
primitiv rekursiv.

,,,,, xk) = g(hi(xe, ... xk), oo hm(xe, oo xk))

> Primitive Rekursion: Wenn g : N1 — N und h : Nt — N primitiv rekursiv sind, dann ist
auch f mit

_ 9g(x, ..., Xk), wenn x; =0
ACSincoar Xe) = {h(f(xl —1,%,..., Xk)ox1—1,xa, ..., Xk), sonst

primitiv rekursiv.



Wiederholung: Wir wissen bereits

» add(x,y) = x+ y ist primitiv rekursiv
» mult(x,y) = x * y ist primitiv rekursiv

X—Yy, wenn x>y
| 2 =
sub(x, y) {O, sonst
ist primitiv rekursiv

» Vertauschen, Verdoppeln, Entfernen von Argumenten ist primitiv rekursiv

» Rekursionsabstieg muss nicht iiber das erste, sondern kann auch iiber das /-te
Argument erfolgen



Zeige, dass die Summenfunktion mit sum(0) = 0 und sum(n) = sum(n — 1) + n fiir
n > 0 primitiv rekursiv ist.

> Primitive Rekursion: Wenn g : N~ — N und h : N*t1 — N primitiv rekursiv, dann ist auch f
primitiv rekursiv, wobei:

~ Jale, ..., Xk), wenn x; =0
JCTER Xie) = {h(f(xl —1,%, ..., Xk ) x1—1,x0, ..., Xk ), sonst
S . o [ 90 falls x =0
Primitiv rekursive Definition: sum(x) = { h(sum(x —1),x — 1) sonst
wobei:
> hix.y) =7
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Zeige, dass die Summenfunktion mit sum(0) = 0 und sum(n) = sum(n — 1) + n fiir
n > 0 primitiv rekursiv ist.

> Primitive Rekursion: Wenn g : N~ — N und h : N*t1 — N primitiv rekursiv, dann ist auch f
primitiv rekursiv, wobei:

~ Jale, ..., Xk), wenn x; =0
JCTER Xie) = {h(f(xl —1,%, ..., Xk ) x1—1,x0, ..., Xk ), sonst
N . o [ 90 falls x =0
Primitiv rekursive Definition: sum(x) = { h(sum(x —1),x — 1) sonst
wobei:
> 9()=0
> hix,y)=7
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Zeige, dass die Summenfunktion mit sum(0) = 0 und sum(n) = sum(n — 1) + n fiir
n > 0 primitiv rekursiv ist.

> Primitive Rekursion: Wenn g : N~ — N und h : N*t1 — N primitiv rekursiv, dann ist auch f
primitiv rekursiv, wobei:

~ Jale, ..., Xk), wenn x; =0
JCTER Xie) = {h(f(xl —1,%, ..., Xk ) x1—1,x0, ..., Xk ), sonst
S . o [ 90 falls x =0
Primitiv rekursive Definition: sum(x) = { h(sum(x —1),x — 1) sonst
wobei:
> 9()=0

» h(x,y) = add(x,add(y,1))




Zeige, dass die Summenfunktion mit sum(0) = 0 und sum(n) = sum(n — 1) + n fiir
n > 0 primitiv rekursiv ist.

> Primitive Rekursion: Wenn g : N~ — N und h : N*t1 — N primitiv rekursiv, dann ist auch f
primitiv rekursiv, wobei:
~ Jalx, ..., Xk), wenn x; = 0
Flxa,... Xie) = {h(f(xl —1,%,..., Xc),x1— 1, x0,..., Xg), sonst

o . o [ 90 falls x =0
Primitiv rekursive Definition: sum(x) = { h(sum(x —1),x — 1) sonst
wobei:
> 9()=0

> h(x,y) = add(x,add(y,1)) = add(m3(x,y), r(x,y)) mit
» r(a, b) = add(n3(a, b), consty(a, b))
» consti(a, b) =1




Zeige, dass
x, fallsx>y
y, sonst

max(x,y) = {

primitiv rekursiv ist.
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Zeige, dass
x, fallsx>y
y, sonst

max(x,y) = {

primitiv rekursiv ist.

Es gilt max(x, y) = add(x, sub(y, x)), denn:
» Wenn x >y, dann sub(y, x) = 0 und add(x, 0) = x
» Wenn x < y, dann sub(y,x) =y —x und add(x,y —x) =y
» Da add, sub und Komposition primitiv rekursiv, ist max auch primitiv rekursiv.
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Zeige, dass
absdiff (x,y) = |x — y|

primitiv rekursiv ist.




Zeige, dass
absdiff (x,y) = |x — y|

primitiv rekursiv ist.

Beachte:

| sub(x,y) sub(y,x) absdiff(x,y)
x<yl0 y—x Yy =X
X>y|x—y 0 X—=y
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Zeige, dass
absdiff (x,y) = |x — y|

primitiv rekursiv ist.

Beachte:

| sub(x,y) sub(y,x) absdiff(x,y)
x<yl0 y—x Yy =X
X>y|x—y 0 X—=y

Daher absdiff (x, y) = add(sub(x, y), sub(y, x)).

Da sub, add und Komposition primitiv rekursiv sind, ist auch absdiff primitiv rekursiv.
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Primitiv rekursive Pradikate

» Primitiv rekursive Funktionen N — N
> Pradikate liefern eigentlich wahr oder falsch.
» Wir verwenden P : N¥ — {0, 1} fiir Pradikate.

» Das passt immer noch zu den primitiv rekursiven Funktionen.



Zeige, dass das Pradikat

1, wenn x =y
g ) = { 0, sonst

primitiv rekursiv ist.

Beobachtung: equal(x, y) gilt g.dw. |x —y| =0
> equal(x,y) = eq0?(absdiff (x,y))

> wobei eq0?(x) = { 1, wennx=0

0, sonst
9(), wenn x =0
> ? =
eq0?(x) { h(eq0?(x —1),x —1), wenn x >0
mit 7
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Zeige, dass das Pradikat

1, wenn x =y
agaiay) = { 0, sonst

primitiv rekursiv ist.

Beobachtung: equal(x, y) gilt g.dw. |[x —y| =0
» equal(x,y) = eq0?(absdiff (x,y))
: 1, wennx=0
> ?2(x) = '
wobei eq07?(x) { 0. sonst

wenn x =0

> eq0?(x) = { 9()

h(eq0?(x —1),x —1), wenn x>0
mit g() =1 und h(x,y) =0

TCS | Zenraliibung 6 | SoSe 2023 9/25 Primitive Rekursion



Wiederholung: u-Rekursion

Sei h: NFf! — N eine (partielle oder totale) Funktion. Dann ist (uh) : N — N definiert
als

n, falls h(n, x1, ..., xc) = 0 und fir
alle m < n: h(m, xq, ..., xx) ist
definiert und h(m, x1,...,x¢) >0

undefiniert, sonst

(wh)(x1, ... x) =

» u-Operator ,, sucht"” nach einer kleinsten Nullstelle von h.

» \Wenn diese nicht existiert (entweder da h keine Nullstelle hat, oder da h undefiniert
ist flir Werte, die kleiner als die Nullstelle sind), dann ist auch der u-Operator
angewendet auf h undefiniert.



u-rekursive Funktionen

Die Menge aller u-rekursiven Funktionen sei die kleinste Menge, sodass gilt:
> Jede konstante Funktion f(xi, ..., Xk) = ¢ € N ist u-rekursiv.
» Die Projektionsfunktionen 7rf‘(x1, ..., Xk) = x; sind p-rekursiv.
» Die Nachfolgerfunktion succ(x) = x + 1 ist u-rekursiv.
» Komposition/Einsetzung: Wenn g : N — N und fir i =1, ..., m: h; : NK = N p-rekursiv sind,
dann ist auch f mit f(xy,...,xk) = g(h1(x1, ... . Xk), ..., hm(x1, ..., xx)) p-rekursiv.
> Rekursion: Wenn g : N=1 — N und h: N1 — N p-rekursiv sind, dann ist
Fa, %) = {Zg)f(%xl—fk))g ..... Xk),x1— 1, x0, ..., Xk), \s/\:)er:]srjt =0

auch p-rekursiv.
» u-Operator: Wenn h : N¥t1 — N p-rekursiv ist, dann ist auch f = ph p-rekursiv.



Welche Funktion wird durch (uh;) mit
a) hi(x,y) = sub(x,y)
b) ha(x,y) = sub(y, x)
c) hs(x,y) = sub(y, mult(2, x))
d) ha(x,y) = sub(y, mult(x, x))

berechnet?
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a) hi(x,y) = sub(x,y)



a) h(x,y) = sub(x,y)
» (why) berechnet kleinstes x, sodass sub(x,y) =0



a) hi(x,y) = sub(x,y)
» (why) berechnet kleinstes x, sodass sub(x,y) =0
» das gilt schon fiir x =0 also uh1(y) =0



a) h(x,y) = sub(x, y)
» (why) berechnet kleinstes x, sodass sub(x,y) =0
» das gilt schon fiir x =0 also uh1(y) =0

b) ha(x,y) = sub(y, x)
» (why) berechnet kleinstes x, sodass sub(y, x) =0



a) h(x,y) = sub(x, y)
» (why) berechnet kleinstes x, sodass sub(x,y) =0
» das gilt schon fiir x =0 also uh1(y) =0

b) h2(x,y) = sub(y, x)
» (why) berechnet kleinstes x, sodass sub(y, x) =0
> gilt flr x =y



a) h(x,y) = sub(x, y)
» (why) berechnet kleinstes x, sodass sub(x,y) =0
» das gilt schon fiir x =0 also uh1(y) =0

b) h2(x,y) = sub(y, x)
» (why) berechnet kleinstes x, sodass sub(y, x) =0
> gilt flr x =y
> fiir alle m < y gilt sub(y, m) >0



a) h(x,y) = sub(x, y)
» (why) berechnet kleinstes x, sodass sub(x,y) =0
» das gilt schon fiir x =0 also uh1(y) =0

b) ha(x, y) = sub(y, x)
» (why) berechnet kleinstes x, sodass sub(y, x) =0
> gilt flr x =y
> fiir alle m < y gilt sub(y, m) >0
> daher (uh2)(y) =y



c) ha(x,y) = sub(y, mult(2, x))



c) ha(x,y) = sub(y, mult(2, x))
» finde kleinstes x sodass y — 2x <0



c) ha(x,y) = sub(y, mult(2, x))
» finde kleinstes x sodass y — 2x <0
> gilt fir x = [y /2]



c) ha(x,y) = sub(y, mult(2, x))
» finde kleinstes x sodass y — 2x <0
> gilt fir x = [y /2]
> (uh3)(y) = [y/2]



c) ha(x,y) = sub(y, mult(2, x))
» finde kleinstes x sodass y — 2x <0
> gilt fir x = [y /2]
> (uh3)(y) = [y/2]

d) ha(x,y) = sub(y, mult(x, x))



c) ha(x,y) = sub(y, mult(2, x))
» finde kleinstes x sodass y — 2x <0
> gilt fir x = [y /2]
> (uh3)(y) = [y/2]

d) ha(x,y) = sub(y, mult(x, x))
> finde kleinstes x sodass y — x*xx <0



c) ha(x,y) = sub(y, mult(2, x))
» finde kleinstes x sodass y — 2x <0
> gilt fir x = [y /2]
> (uh3)(y) = [y/2]

d) ha(x,y) = sub(y, mult(x, x))
> finde kleinstes x sodass y — x*xx <0
> gilt fir x = [\/y]



c) ha(x,y) = sub(y, mult(2, x))
» finde kleinstes x sodass y — 2x <0
> gilt fir x = [y /2]
> (uh3)(y) = [y/2]

d) ha(x,y) = sub(y, mult(x, x))
> finde kleinstes x sodass y — x*xx <0
> gilt fir x = [\/y]
> (uha)(y) = [V



Turingberechenbarkeit

Sei bin(n) die Binardarstellung von n € N.

Eine Funktion f : N — N heiBt Turingberechenbar, falls es eine (deterministische)
Turingmaschine M = (Z,%X,T,0, z9, 0, E) gibt, sodass fiir alle nq, ..., ng, m € N gilt:

f(n, ..., nk) = m g.d.w. zobin(ny)# ... #bin(ng) F* O...Oz.bin(m)O ... 0O mit
ze € E.

Eine Funktion f : =* — >* heiBt Turingberechenbar, falls es eine (deterministische)
Turingmaschine M = (Z, %, T, 6, zp, 0, E) gibt, sodass fiir alle u, v € ¥* gilt

f(u)=v g.dw starty,(v) F* O...0OzevO... O mit z. € E.
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Quiz: Chomsky-Hierarchie usw.

Welche der folgenden Aussagen gelten fiir die von Turingmaschinen akzeptierten
Sprachen L7?

A L ist Typ i-Sprache (mit i € {0,1,2,3}).

B Das Wortproblem fiir alle solchen L ist entscheidbar.

C L ist entscheidbar, d.h. die Funktion x; ist stets berechenbar.

D Es gibt eine Grammatik G, die L erzeugt.

E L ist semi-entscheidbar, d.h. die Funktion x ist stets berechenbar.



Quiz: Chomsky-Hierarchie usw.

Welche der folgenden Aussagen gelten fiir die von Turingmaschinen akzeptierten
Sprachen L7?

A L ist Typ i-Sprache (mit i € {0,1,2,3}). — ja

B Das Wortproblem fiir alle solchen L ist entscheidbar. — nein

C L ist entscheidbar, d.h. die Funktion x; ist stets berechenbar. — nein

D Es gibt eine Grammatik G, die L erzeugt. — ja

E L ist semi-entscheidbar, d.h. die Funktion x/ ist stets berechenbar. — ja



Quiz: Berechenbarkeit

Welche der folgenden Funktionen f : IN — N sind berechenbar?
A f(x)=3-x
B f(0) = 0 und f(x) ist undefiniert fiir x > 0.

C f(x) =1, wenn es unendlich viele Primpaarzwillinge gibt, und f(x) = 0 sonst
Primzahlzwillinge sind Paare (p, p + 2) sodass p und p + 2 prim sind, z.B.
(3,5),(11,13) usw. Es ist unbekannt, ob es unendlich viele Primzahlzwillinge

gibt.

D Alle Funktionen f : N — IN sind berechenbar.



Quiz: Berechenbarkeit

Welche der folgenden Funktionen f : IN — N sind berechenbar?
Af(x)=3-x—ja
B f(0) =0 und f(x) ist undefiniert fir x > 0. — ja

C f(x) =1, wenn es unendlich viele Primpaarzwillinge gibt, und f(x) = 0 sonst
Primzahlzwillinge sind Paare (p, p + 2) sodass p und p + 2 prim sind, z.B.
(3,5),(11,13) usw. Es ist unbekannt, ob es unendlich viele Primzahlzwillinge
gibt.

— ja
D Alle Funktionen f : N — IN sind berechenbar. — nein



Nicht berechenbare Funktionen

Sei B:={f :IN — N | f ist berechenbar} und F := {f : N — N}.
Dann gilt

> B ist abzdhlbar: Da alle Mengen im 7-Tupel endliche Mengen sind, ist klar, dass
man alle Turingmaschinen nacheinander aufzahlen kann (mithilfe der
Godelisierung)

> f ist liberabzahlbar (Beweis: gleich)
> Also muss es f € F geben, mit f ¢ B. Diese Funktion f ist nicht berechenbar.



F ist Uberabzahlbar

Beweis durch Widerspruch:
Ware die Menge F abzahlbar, dann gibt es eine nummerierte Folge

fo.f1. fa, ...

die alle Funktionen erfasst (;ep fi = F)

Betrachte die folgende Tabelle: o 1 2 3 4
» Spaltenbeschriftung: alle Eingabezahlen fo O 0 0 0 1

, . _ i L 3 10 1 6

» Zeilenbeschriftung: alle Funktionen f; £ 13 4 5 6 1
» Eintrage: fj(j) bzw. L falls f;(j) undefiniert 19 1L 1L 1 6




F ist liberabzahlbar (2)

o 1 2 3 4

Betrachte die folgende Tabelle: 10 0 0 0 1
P> Spaltenbeschriftung: alle Eingabezahlen j i |L 3 10 1 6
» Zeilenbeschriftung: alle Funktionen f; h |3 4 5 6 1
9 1 L 1L 6

» Eintrage: fj(j) bzw. L falls f;(j) undefiniert fs

*
—
-
o
o

1, falls fj(i) definiert

Konstruiere (i) =
") {0, falls f;(i) undefiniert



F ist liberabzahlbar (2)

o 1 2 3 4

Betrachte die folgende Tabelle: 10 0 0 0 1

P> Spaltenbeschriftung: alle Eingabezahlen j i |L 3 10 1 6

» Zeilenbeschriftung: alle Funktionen f; h |3 4 5 6 1

» Eintrage: fj(j) bzw. L falls f;(j) undefiniert o L L L 6
fe |L L L1 0O

1, falls fj(i) definiert
0, falls fj(i) undefiniert

Aber da f € F, gibt es k mit fy = f.

Konstruiere (i) = {



F ist liberabzahlbar (2)

Betrachte die folgende Tabelle: f
P> Spaltenbeschriftung: alle Eingabezahlen j
» Zeilenbeschriftung: alle Funktionen f;

» Eintrage: fj(j) bzw. L falls f;(j) undefiniert

&hSh S

© WL oo
P~ W ol
|_U'ISOI\J
o~ olw
o~ O |

1, falls fj(i) definiert
0, falls fj(i) undefiniert
Aber da f € F, gibt es k mit fy = f.

L, falls fi(k) # L
Aber an der Stelle k: fi(k) = alls (k) # L, \iderspruch
0, falls fx(k) =1

Konstruiere (i) = {



Reduktion

Wiederholung

» Reduktion der Sprache L; auf die Sprache L, (L1 < L3): Zeige: Es gibt totale,
berechenbare Funktion f mit

we Ly gdw f(w) el

» Wenn L unentscheidbar ist, ist damit auch L, unentscheidbar
(denn: wére L, entscheidbar, ist mit L1 < L5 sicher auch auch L; entscheidbar).
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Beispiel: Reduktion

Zeige L :={w | TM M,, berechnet 1 bei Eingabe 0} ist unentscheidbar.
Schritt 1: Welche unentscheidbare Sprache reduzieren wir auf L?
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Beispiel: Reduktion

Zeige L :={w | TM M,, berechnet 1 bei Eingabe 0} ist unentscheidbar.
Schritt 1: Welche unentscheidbare Sprache reduzieren wir auf L?
Wir reduzieren Hg auf L (Hp < L): Ho :={w | TM M,, halt bei leerer Eingabe}
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Beispiel: Reduktion

Zeige L :={w | TM M,, berechnet 1 bei Eingabe 0} ist unentscheidbar.

Schritt 1: Welche unentscheidbare Sprache reduzieren wir auf L?

Wir reduzieren Hg auf L (Hp < L): Ho :={w | TM M,, halt bei leerer Eingabe}
Schritt 2: f definieren (mit w € Hp g.d.w. f(w) € L)
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Beispiel: Reduktion

Zeige L :={w | TM M,, berechnet 1 bei Eingabe 0} ist unentscheidbar.
Schritt 1: Welche unentscheidbare Sprache reduzieren wir auf L?
Wir reduzieren Hg auf L (Hp < L): Ho :={w | TM M,, halt bei leerer Eingabe}
Schritt 2: f definieren (mit w € Hp g.d.w. f(w) € L)
Sei f die folgende Funktion, die bei Eingabe w, eine neue Turingmaschinenbeschreibung u
erstellt, sodass M,, sich wie folgt verhalt:
1. M, 16scht das Band und simuliert M,, auf leerer Eingabe

2. Wenn M, anhalt (und akzeptiert), dann schreibe 1 auf das Band und akzeptiere.
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Beispiel: Reduktion

Zeige L :={w | TM M,, berechnet 1 bei Eingabe 0} ist unentscheidbar.
Schritt 1: Welche unentscheidbare Sprache reduzieren wir auf L?
Wir reduzieren Hg auf L (Hp < L): Ho :={w | TM M,, halt bei leerer Eingabe}
Schritt 2: f definieren (mit w € Hp g.d.w. f(w) € L)
Sei f die folgende Funktion, die bei Eingabe w, eine neue Turingmaschinenbeschreibung u
erstellt, sodass M,, sich wie folgt verhalt:
1. M, 16scht das Band und simuliert M,, auf leerer Eingabe
2. Wenn M, anhalt (und akzeptiert), dann schreibe 1 auf das Band und akzeptiere.

Schritt 3: f ist total und berechenbar:
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Beispiel: Reduktion

Zeige L :={w | TM M,, berechnet 1 bei Eingabe 0} ist unentscheidbar.
Schritt 1: Welche unentscheidbare Sprache reduzieren wir auf L?
Wir reduzieren Hg auf L (Hp < L): Ho :={w | TM M,, halt bei leerer Eingabe}
Schritt 2: f definieren (mit w € Hp g.d.w. f(w) € L)
Sei f die folgende Funktion, die bei Eingabe w, eine neue Turingmaschinenbeschreibung u
erstellt, sodass M,, sich wie folgt verhalt:
1. M, 16scht das Band und simuliert M,, auf leerer Eingabe
2. Wenn M, anhalt (und akzeptiert), dann schreibe 1 auf das Band und akzeptiere.
Schritt 3: f ist total (klar) und berechenbar: Die TM M, ist konstruierbar und (De)kodieren
von w und u auf T M moglich
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Beispiel: Reduktion

Zeige L :={w | TM M,, berechnet 1 bei Eingabe 0} ist unentscheidbar.
Schritt 1: Welche unentscheidbare Sprache reduzieren wir auf L?
Wir reduzieren Hg auf L (Hp < L): Ho :={w | TM M,, halt bei leerer Eingabe}
Schritt 2: f definieren (mit w € Hp g.d.w. f(w) € L)
Sei f die folgende Funktion, die bei Eingabe w, eine neue Turingmaschinenbeschreibung u
erstellt, sodass M,, sich wie folgt verhalt:
1. M, 16scht das Band und simuliert M,, auf leerer Eingabe
2. Wenn M, anhalt (und akzeptiert), dann schreibe 1 auf das Band und akzeptiere.
Schritt 3: f ist total (klar) und berechenbar: Die TM M, ist konstruierbar und (De)kodieren
von w und u auf T M moglich
Schritt 4: Zeige w € Hp g.d.w. f(w) € L

TCS | Zenraliibung 6 | SoSe 2023 22/25 Primitive Rekursion u-Rekursion Reduktion Unentscheidbarkeit



Beispiel: Reduktion

Zeige L :={w | TM M,, berechnet 1 bei Eingabe 0} ist unentscheidbar.
Schritt 1: Welche unentscheidbare Sprache reduzieren wir auf L7
Wir reduzieren Hg auf L (Hp < L): Ho :={w | TM M,, halt bei leerer Eingabe}
Schritt 2: f definieren (mit w € Hp g.d.w. f(w) € L)
Sei f die folgende Funktion, die bei Eingabe w, eine neue Turingmaschinenbeschreibung u
erstellt, sodass M, sich wie folgt verhilt:
1. M, 16scht das Band und simuliert M,, auf leerer Eingabe
2. Wenn M,, anhélt (und akzeptiert), dann schreibe 1 auf das Band und akzeptiere.
Schritt 3: f ist total (klar) und berechenbar: Die TM M, ist konstruierbar und (De)kodieren
von w und u auf T M moglich
Schritt 4: Zeige w € Hp g.d.w. f(w) € L
Esgqilt: we Hy g.dw. M, halt bei leerer Eingabe
g.d.w. M, hélt bei jeder Eingabe (auch bei 0) und schreibt 1 auf das Band
g.d.w. M, berechnet 1 bei Eingabe 0
gdw. u=f(w)el
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Beispiel: Reduktion

Zeige L :={w | TM M,, berechnet 1 bei Eingabe 0} ist unentscheidbar.
Schritt 1: Welche unentscheidbare Sprache reduzieren wir auf L7
Wir reduzieren Hg auf L (Hp < L): Ho :={w | TM M,, halt bei leerer Eingabe}
Schritt 2: f definieren (mit w € Hp g.d.w. f(w) € L)
Sei f die folgende Funktion, die bei Eingabe w, eine neue Turingmaschinenbeschreibung u
erstellt, sodass M, sich wie folgt verhilt:
1. M, 16scht das Band und simuliert M,, auf leerer Eingabe
2. Wenn M,, anhélt (und akzeptiert), dann schreibe 1 auf das Band und akzeptiere.
Schritt 3: f ist total (klar) und berechenbar: Die TM M, ist konstruierbar und (De)kodieren
von w und u auf T M moglich
Schritt 4: Zeige w € Hp g.d.w. f(w) € L
Esgqilt: we Hy g.dw. M, halt bei leerer Eingabe
g.d.w. M, hélt bei jeder Eingabe (auch bei 0) und schreibt 1 auf das Band
g.d.w. M, berechnet 1 bei Eingabe 0
gdw. u=f(w)el
Schritt 5: Schluss: Damit gilt Hg < L. Da Hg unentscheidbar, ist auch L unentscheidbar.
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Satz von Rice

Sei R die Klasse aller Turingberechenbaren Funktionen. Sei S eine beliebige
Teilmenge, sodass ) € S C R. Dann ist die Sprache

C(S) = {w | die von M,, berechnete Funktion liegt in S}

unentscheidbar.

Anwenden, um Unentscheidbarkeit von L zu zeigen:
> Menge S von Funktionen definieren.
> Nichttrivialitat von S zeigen.
» Begriinde, dass S richtig gewahlt, d.h. C(S) = L.

» Satz von Rice zeigt dann das Resultat.
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Beispiel 1: Satz von Rice

L ={w | wenn M, auf Eingabe 0 hilt, dann halt M,, auf Eingabe 1}

> Sei
S ={f| fist an den Stellen 0 und 1 definiert, oder an der Stelle 0 undefiniert}.
P S ist nicht trival:
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Beispiel 1: Satz von Rice

L ={w | wenn M, auf Eingabe 0 hilt, dann halt M,, auf Eingabe 1}

> Sei
S = {f | f ist an den Stellen 0 und 1 definiert, oder an der Stelle O undefiniert}.
P> S ist nicht trival:
» ) CS,daid €S mitid(x)=x und
> S CR,dafir f, mit f(0) =1 aber (/) undefiniert fiir i # 0, gilt f € S.
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Beispiel 1: Satz von Rice

L ={w | wenn M, auf Eingabe 0 hélt, dann halt M,, auf Eingabe 1}

> Sei
S = {f | f ist an den Stellen 0 und 1 definiert, oder an der Stelle O undefiniert}.
P> S ist nicht trival:
» ) CS,daid €S mitid(x)=x und
> S CR,dafir f, mit f(0) =1 aber (/) undefiniert fiir i # 0, gilt f € S.

» C(S) ={w/|dievon M, berechnete Funktion liegt in S}
= {w | wenn M, auf Eingabe 0 halt, dann auch bei Eingabe 1}
=1L

» Satz von Rice: C(S) ist unentscheidbar.
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Beispiel 2: Satz von Rice

L ={w | M, hélt bei Eingabe 1}

» Sei S ={f|f(1) ist definiert}.
» S ist nicht trival:
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Beispiel 2: Satz von Rice

L ={w | M, hélt bei Eingabe 1}

» Sei S ={f|f(1) ist definiert}.
» S ist nicht trival:
» ) CS,daid €S mitid(x)=x und
> S C R, dafiir f, mit f(x) = undefiniert fiir alle x gilt f & S.
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Beispiel 2: Satz von Rice

L ={w | M, hélt bei Eingabe 1}

» Sei S ={f|f(1) ist definiert}.
» S ist nicht trival:
» ) CS,daid €S mitid(x)=x und
> S C R, dafiir f, mit f(x) = undefiniert fiir alle x gilt f & S.

» C(S) ={w/|dievon M, berechnete Funktion liegt in S}
= {w | My, hélt bei Eingabe 1}
=1L

» Satz von Rice: C(S) ist unentscheidbar.
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