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Regulare Ausdriicke

Ubersicht iiber die Konstrukte (a bzw a; sind dabei reguldre Ausdriicke):

Syntax Semantik
0 L0)=10
€ L(e) ={e}
a(mitae) | L(a)={a}
a0 L(alag) = L(Cxl)L(Olg)
(a1 | a2) L(o1) U L(a2)
() L(o)*
Beachte:

» Es gibt verschiedene Notationen (je nach Vorliebe).
Manchhmal (a3 + o) statt (a1 | o)

> Ein Konstrukt ist eigentlich tiberflissig:



Abstimmung

Welches Konstrukt ist eigentlich iiberfliissig fiir die reqularen Ausdriicke, da
es mit den anderen Konstrukten dargestellt werden kann?

A

B e

C ()"

D ajas
E (a1]az)



Abstimmung

Welches Konstrukt ist eigentlich iiberfliissig fiir die reqularen Ausdriicke, da
es mit den anderen Konstrukten dargestellt werden kann?

A

B e

C ()"

D ajas
E (a1]az)

Richtig: B, also ¢, da es durch ())* dargestellt werden kann:
L)) =0*=00utu...={e}uld...={e}



Aufgabe

Welcher regulare Ausdruck erzeugt die Sprache

{uve{a b} ||ul=4}7?
A (ab)*(ab)*(ab)*(ab)*
B (alb)(alb)(alb)(alb)
C (aaaa|bbbb)
D (ablablablab)
E (aalab|ba|bb)(aalab|ba|bb)



Aufgabe

Welcher regulare Ausdruck erzeugt die Sprache

{uve{a b} ||ul=4}7?
A (ab)*(ab)*(ab)*(ab)*
B (alb)(alb)(alb)(alb)
C (aaaa|bbbb)
D (ablablablab)
E (aalab|ba|bb)(aalab|ba|bb)

B und E sind beide richtig.



Aufgabe

Geben Sie einen reguldren Audruck an, der
{ued{a b} ||ul <4}

erzeugt.
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Aufgabe

Geben Sie einen reguldren Audruck an, der
{uefa b} [|ul <4}
erzeugt.

(elalb)(elalb)(elalb)(elal b)

oder

(e | (alb) | (alb)(alb) | (alb)(alb)(alb) | (alb)(alb)(alb)(alb))
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Aufgabe

Geben Sie einen reguldren Ausdruck an, der
{uef{a b} ||ul =4}

erzeugt.
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Aufgabe

Geben Sie einen reguldren Ausdruck an, der
{uef{a b} ||ul =4}

erzeugt.

(alb)(alb)(alb)(alb)(alb)*
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Komplement von regularen Ausdriicken

> Allgemein: Es gibt keinen ,, Komplementoperator" fiir reqgulare Ausdriicke.

» Harte Methode: Regularer Ausdruck — NFA — DFA — DFA fiir das
Komplement — regularer Ausdruck

» Einfachere Methode:
1.Schritt: Regularer Ausdruck — einfache Beschreibung der erzeugten Sprache
2.Schritt: — einfache Beschreibung des Komplements
3.Schritt: — regularer Ausdruck



Aufgabe (Schritt fiir Schritt)

Ziel: Finde reguldren Ausdruck fiir das Komplement, der von 0*10* erzeugten Sprache
1. Schritt: Welche Sprache wird von 0*10* erzeugt?
— Abstimmung




Aufgabe (Schritt fiir Schritt)

Ziel: Finde reguldren Ausdruck fiir das Komplement, der von 0*10* erzeugten Sprache
1. Schritt: Welche Sprache wird von 0*10* erzeugt?
— Abstimmung L(0*10*) = Worter iiber {0,1}, die genau eine 1 enthalten.




Aufgabe (Schritt fiir Schritt)

Ziel: Finde reguldren Ausdruck fiir das Komplement, der von 0*10* erzeugten Sprache
1. Schritt: Welche Sprache wird von 0*10* erzeugt?

— Abstimmung L(0*10*) = Worter iiber {0,1}, die genau eine 1 enthalten.

2. Schritt: Was ist das Komplement (in natiirlichsprachlicher Beschreibung) davon?
— Abstimmung




Aufgabe (Schritt fiir Schritt)

Ziel: Finde reguldren Ausdruck fiir das Komplement, der von 0*10* erzeugten Sprache
1. Schritt: Welche Sprache wird von 0*10* erzeugt?
— Abstimmung L(0*10*) = Worter iiber {0,1}, die genau eine 1 enthalten.
2. Schritt: Was ist das Komplement (in natiirlichsprachlicher Beschreibung) davon?
— Abstimmung
L(0*10*) = Worter lber {0, 1}, die keine oder mindestens 2 len enthalten
= Worter, die keine 1 enthalten U Worter, die mindestens 2 len enthalten




Aufgabe (Schritt fiir Schritt)

Ziel: Finde reguldren Ausdruck fiir das Komplement, der von 0*10* erzeugten Sprache
1. Schritt: Welche Sprache wird von 0*10* erzeugt?
— Abstimmung L(0*10*) = Worter iiber {0,1}, die genau eine 1 enthalten.
2. Schritt: Was ist das Komplement (in natiirlichsprachlicher Beschreibung) davon?
— Abstimmung
L(0*10*) = Worter lber {0, 1}, die keine oder mindestens 2 len enthalten

= Worter, die keine 1 enthalten U Worter, die mindestens 2 len enthalten
3. Schritt: Reguldre Ausdriicke erzeugen.
Geben Sie einen regularen Ausdruck an, der alle Worter tiber {0, 1} erzeugt, die keine
len enthalten.
— Abstimmung.




Aufgabe (Schritt fiir Schritt)

Ziel: Finde reguldren Ausdruck fiir das Komplement, der von 0*10* erzeugten Sprache
1. Schritt: Welche Sprache wird von 0*10* erzeugt?
— Abstimmung L(0*10*) = Worter iiber {0,1}, die genau eine 1 enthalten.
2. Schritt: Was ist das Komplement (in natiirlichsprachlicher Beschreibung) davon?
— Abstimmung
L(0*10*) = Worter lber {0, 1}, die keine oder mindestens 2 len enthalten

= Worter, die keine 1 enthalten U Worter, die mindestens 2 len enthalten
3. Schritt: Reguldre Ausdriicke erzeugen.
Geben Sie einen regularen Ausdruck an, der alle Worter tiber {0, 1} erzeugt, die keine
len enthalten.
— Abstimmung. 0*




Aufgabe (Schritt fiir Schritt)

Ziel: Finde reguldren Ausdruck fiir das Komplement, der von 0*10* erzeugten Sprache
1. Schritt: Welche Sprache wird von 0*10* erzeugt?
— Abstimmung L(0*10*) = Worter iiber {0,1}, die genau eine 1 enthalten.
2. Schritt: Was ist das Komplement (in natiirlichsprachlicher Beschreibung) davon?
— Abstimmung
L(0*10*) = Worter lber {0, 1}, die keine oder mindestens 2 len enthalten

= Worter, die keine 1 enthalten U Worter, die mindestens 2 len enthalten
3. Schritt: Reguldre Ausdriicke erzeugen.
Geben Sie einen regularen Ausdruck an, der alle Worter tiber {0, 1} erzeugt, die keine
len enthalten.
— Abstimmung. 0*
Geben Sie einen reguldren Ausdruck an, der alle Worter iiber {0, 1} erzeugt, die
mindesten 2 len enthalten.
— Abstimmung.




Aufgabe (Schritt fiir Schritt)

Ziel: Finde reguldren Ausdruck fiir das Komplement, der von 0*10* erzeugten Sprache
1. Schritt: Welche Sprache wird von 0*10* erzeugt?
— Abstimmung L(0*10*) = Worter iiber {0,1}, die genau eine 1 enthalten.
2. Schritt: Was ist das Komplement (in natiirlichsprachlicher Beschreibung) davon?
— Abstimmung
L(0*10*) = Worter lber {0, 1}, die keine oder mindestens 2 len enthalten

= Worter, die keine 1 enthalten U Worter, die mindestens 2 len enthalten
3. Schritt: Reguldre Ausdriicke erzeugen.
Geben Sie einen regularen Ausdruck an, der alle Worter tiber {0, 1} erzeugt, die keine
len enthalten.
— Abstimmung. 0*
Geben Sie einen reguldren Ausdruck an, der alle Worter iiber {0, 1} erzeugt, die
mindesten 2 len enthalten.
— Abstimmung. (0]1)*1(0[1)*1(0|1)*




Aufgabe (Schritt fiir Schritt)

Ziel: Finde reguldren Ausdruck fiir das Komplement, der von 0*10* erzeugten Sprache
1. Schritt: Welche Sprache wird von 0*10* erzeugt?
— Abstimmung L(0*10*) = Worter iiber {0,1}, die genau eine 1 enthalten.
2. Schritt: Was ist das Komplement (in natiirlichsprachlicher Beschreibung) davon?
— Abstimmung

L(0*10*) = Worter lber {0, 1}, die keine oder mindestens 2 len enthalten

= Worter, die keine 1 enthalten U Worter, die mindestens 2 len enthalten
3. Schritt: Reguldre Ausdriicke erzeugen.
Geben Sie einen regularen Ausdruck an, der alle Worter tiber {0, 1} erzeugt, die keine
len enthalten.
— Abstimmung. 0*
Geben Sie einen reguldren Ausdruck an, der alle Worter iiber {0, 1} erzeugt, die
mindesten 2 len enthalten.
— Abstimmung. (0]1)*1(0[1)*1(0|1)*
Reguladrer Ausdruck fiir das Komplement von 0*10*: 0*[(0]1)*1(0[1)*1(0]1)*
7z T




Aufgabe: Regularer Ausdruck — Endlicher Automat

Konstruieren Sie mit dem Verfahren aus der Vorlesung einen NFA mit e-Ubergingen
und eindeutigen Start- und Endzusténden, der als Sprache genau die durch den

reguldren Ausdruck
ba(b|c)*

erzeugte Sprache akzeptiert.



Aufgabe: Regularer Ausdruck — Endlicher Automat

Konstruieren Sie mit dem Verfahren aus der Vorlesung einen NFA mit e-Ubergingen
und eindeutigen Start- und Endzusténden, der als Sprache genau die durch den
reguldren Ausdruck

ba(b|c)*

erzeugte Sprache akzeptiert.




Pumping-Lemma



dee

» Wenn ein endlicher Automat n Zustande hat,
dann miissen akzeptierte Worter der Lange > n eine Schleife durchlaufen

> Diese Worter kann man aufpumpen: uvw, uvvw ,uvvvw, ...
(oder abpumpen uw).

Allgemein: uv'w fiir i =0, 1,2, ... liegen in der erkannten. Sprache



Abstimmung

Welche der folgenden Aussagen sind korrekte Formulierungen des Pumping-Lemmas?

A Sei L eine reguldre Sprache. Dann gilt fiir jede natiirliche Zahl n > 1: Es gibt ein Wort z aus L,
welches Mindestldnge n hat, sodass fiir jede Zerlegung z = uvw mit mit |uv| < nund |v| > 1
gibt es ein i > 0 mit uv'w liegt nicht in L.

B Sei L eine formale Sprache. Dann ist L reguldr, genau dann, wenn es eine natiirliche Zahl n > 1
gibt, sodass jedes Wort z aus L, welches Mindestlange n hat, als z = uvw geschrieben werden
kann, mit |uv| < n, |v| > 1, und uv'w liegt in L fiir alle / > 0.

C Sei L eine formale Sprache. Dann ist L keinesfalls regulér, falls fiir jede natiirliche Zahl n > 1
gilt: Es gibt ein Wort z aus L, welches Mindestlange n hat, sodass fiir jede Zerlegung z = uvw
mit mit |uv| < nund |v| > 1 gibt es ein i > 0 mit uv'w liegt nicht in L.

D Sei L eine regulare Sprache. Dann gibt es eine natiirliche Zahl n > 1, sodass jedes Wort z aus
L, welches Mindestlange n hat, als z = uvw geschrieben werden kann, mit |uv| < n, |v| > 1,
und uv'w liegt in L fiir alle i > 0.

E Sei L eine formale Sprache und es gibt eine natiirliche Zahl n > 1, sodass jedes Wort z aus L,
welches Mindestldnge n hat, als z = uvw geschrieben werden kann, mit [uv| <n, |v| > 1, und
uv'w liegt in L fir alle i > 0. Dann ist L regulér.



Abstimmung

Welche der folgenden Aussagen sind korrekte Formulierungen des Pumping-Lemmas?

A Sei L eine reguldre Sprache. Dann gilt fiir jede natiirliche Zahl n > 1: Es gibt ein Wort z aus L,
welches Mindestldnge n hat, sodass fiir jede Zerlegung z = uvw mit mit |uv| < nund |v| > 1
gibt es ein i > 0 mit uv'w liegt nicht in L.

B Sei L eine formale Sprache. Dann ist L reguldr, genau dann, wenn es eine natiirliche Zahl n > 1
gibt, sodass jedes Wort z aus L, welches Mindestlange n hat, als z = uvw geschrieben werden
kann, mit |uv| < n, |v| > 1, und uv'w liegt in L fiir alle / > 0.

C Sei L eine formale Sprache. Dann ist L keinesfalls regulér, falls fiir jede natiirliche Zahl n > 1
gilt: Es gibt ein Wort z aus L, welches Mindestlange n hat, sodass fiir jede Zerlegung z = uvw
mit mit |uv| < nund |v| > 1 gibt es ein i > 0 mit uv'w liegt nicht in L.

D Sei L eine regulare Sprache. Dann gibt es eine natiirliche Zahl n > 1, sodass jedes Wort z aus
L, welches Mindestlange n hat, als z = uvw geschrieben werden kann, mit |uv| < n, |v| > 1,
und uv'w liegt in L fiir alle i > 0.

E Sei L eine formale Sprache und es gibt eine natiirliche Zahl n > 1, sodass jedes Wort z aus L,
welches Mindestldnge n hat, als z = uvw geschrieben werden kann, mit [uv| <n, |v| > 1, und
uv'w liegt in L fir alle i > 0. Dann ist L regulér.

— nur die Formulierungen C und D sind korrekt.



Mengendiagramm
Sprachen, die die Pumping-Eigenschaft erfiillen

\
Cuare SpracD

Alle Sprachen
132




Mengendiagramm
Sprachen, die die Pumping-Eigenschaft erfiillen

\
Cuare SpracD

Alle Sprachen

Das Pumping-Lemma kann nicht verwendet werden,
um zu zeigen, dass eine Sprache regular ist.
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Anwendung des Pumping-Lemmas

» Pumping-Lemma:
Sprache reqgular = Sprache erfiillt die Pumping-Eigenschaft

> Zeige, dass eine Sprache nicht regular ist, durch Kontraposition:

Sprache erfiillt nicht die Pumping-Eigenschaft
= Sprache ist nicht regular



Erfillt / erfiillt nicht die Pumping-Eigenschaft

Es gibt eine Zahl n € Ny, sodass jedes Wort z € L, welches Mindestlange n hat
(d.h. |z| = n), als z = uvw geschrieben werden kann, sodass gilt:

> |uv|<n
> [v[>1
> firalle i >0: uviw e L.

Fir jede Zahl n € N5 gibt es ein Wort z € L mit |z| > n,
sodass fiir jede Zerlegung z = uvw mit

» |uv| < nund
> |v|>1

ein i > 0 existiert mit uv'w & L.
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Anwendung des Pumping-Lemmas

» Pumping-Lemma:
Sprache regular = Sprache erfiillt die Pumping-Eigenschaft

> Zeige, dass eine Sprache nicht regular ist, durch Kontraposition:

Sprache erfiillt nicht die Pumping-Eigenschaft
= Sprache ist nicht regular

Fiir jede Zahl n € N5 gibt es ein Wort z € L mit |z| > n,
sodass fiir jede Zerlegung z = uvw mit

> |uv| < nund
> v >1

ein i > 0 existiert mit uv'w & L.
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Beispiel: Mit vielen Fehlern

Zeigen Sie: L = {a/b/ | j € N} ist nicht regular.

Beweisschritte:
1. Die Zahl n € Nsg sei beliebig gewahlt (,vom Gegner").

2. Wihle ein Wort z € L mit |z| > n (wir suchen aus).
3. Sei z = uvw beliebige Zerlegung mit |uv| < n,|v| > 1 (,vom Gegner").

4. Fiir jede solche Zerlegung gib ein i € N an mit uv/w ¢ L (wir suchen aus).




Beispiel: Mit vielen Fehlern

Zeigen Sie: L = {a/b/ | j € N} ist nicht regular.

Falsche Beweisversuche: Versuch 1
1. Die Zahl n € Nsg sei beliebig gewahlt (,vom Gegner").

Sei n =100 vom Gegner gewahlt.
2. Waihle ein Wort z € L mit |z| > n (wir suchen aus).

3. Sei z = uvw beliebige Zerlegung mit |uv| < n,|v| > 1 (,vom Gegner").

4. Fiir jede solche Zerlegung gib ein i € N an mit uv/w ¢ L (wir suchen aus).




Beispiel: Mit vielen Fehlern

Zeigen Sie: L = {a/b/ | j € N} ist nicht regular.

Falsche Beweisversuche: Versuch 1

1. Die Zahl n € Nxg sei beliebig gewahlt (,vom Gegner").
Sei n =100 vom Gegner gewahlt.
Nein: Wir miissen fiir alle Wahlmdglichkeiten des Gegners argumentieren.

2. Wahle ein Wort z € L mit |z| > n (wir suchen aus).

3. Sei z = uvw beliebige Zerlegung mit |uv| < n, |v| > 1 (,,vom Gegner").

4. Fiir jede solche Zerlegung gib ein i € N an mit uv'w ¢ L (wir suchen aus).




Beispiel: Mit vielen Fehlern

Zeigen Sie: L = {a/b/ | j € N} ist nicht regular.

Falsche Beweisversuche: Versuch 2

1. Die Zahl n € Nsg sei beliebig gewahlt (,vom Gegner").
Sei n € Nsg vom Gegner gewahlt.

2. Waihle ein Wort z € L mit |z| > n (wir suchen aus).
Wir wihlen z = a°b® € L.

3. Sei z = uvw beliebige Zerlegung mit |uv| < n,|v| > 1 (,vom Gegner").

4. Fiir jede solche Zerlegung gib ein i € N an mit uv/w ¢ L (wir suchen aus).




Beispiel: Mit vielen Fehlern

Zeigen Sie: L = {a/b/ | j € N} ist nicht regular.

Falsche Beweisversuche: Versuch 2

1. Die Zahl n € Nxg sei beliebig gewahlt (,vom Gegner").
Sei n € Nxg vom Gegner gewahlt.

2. Wahle ein Wort z € L mit |z| > n (wir suchen aus).
Wir wéhlen z = a’b? € L.
Nein: |z| > n gilt nicht.

3. Sei z = uvw beliebige Zerlegung mit |uv| < n,|v| > 1 (,,vom Gegner").

4. Fiir jede solche Zerlegung gib ein i € N an mit uv'w ¢ L (wir suchen aus).




Beispiel: Mit vielen Fehlern

Zeigen Sie: L = {a/b/ | j € N} ist nicht regular.

Falsche Beweisversuche: Versuch 3

1. Die Zahl n € Nsg sei beliebig gewahlt (,vom Gegner").
Sei n € Nsg vom Gegner gewahlt.

2. Waihle ein Wort z € L mit |z| > n (wir suchen aus).
Wir wéhlen z = a".

3. Sei z = uvw beliebige Zerlegung mit |uv| < n,|v| > 1 (,vom Gegner").

4. Fiir jede solche Zerlegung gib ein i € N an mit uv/w ¢ L (wir suchen aus).




Beispiel: Mit vielen Fehlern

Zeigen Sie: L = {a/b/ | j € N} ist nicht regular.

Falsche Beweisversuche: Versuch 3

1. Die Zahl n € Nxg sei beliebig gewahlt (,vom Gegner").
Sei n € Nxg vom Gegner gewahlt.

2. Wahle ein Wort z € L mit |z| > n (wir suchen aus).
Wir wahlen z = a".
Nein: z € L gilt nicht.

3. Sei z = uvw beliebige Zerlegung mit |uv| < n,|v| > 1 (,,vom Gegner").

4. Fiir jede solche Zerlegung gib ein i € N an mit uv'w ¢ L (wir suchen aus).




Beispiel: Mit vielen Fehlern

Zeigen Sie: L = {a/b/ | j € N} ist nicht regular.

Falsche Beweisversuche: Versuch 4

1. Die Zahl n € Nxg sei beliebig gewahlt (,vom Gegner").
Sei n € Nxg vom Gegner gewahlt.

2. Wahle ein Wort z € L mit |z| > n (wir suchen aus).
Wir wahlen z = a"b" € L.

3. Sei z = uvw beliebige Zerlegung mit |uv| < n,|v| > 1 (,vom Gegner").
Der Gegner zerlegt z in z = uvw mit u=a""1, v=aund w = b"
(damit ist |uv| < n und |v| > 1 erfiillt).

4. Fiir jede solche Zerlegung gib ein i € N an mit uv'w ¢ L (wir suchen aus).




Beispiel: Mit vielen Fehlern

Zeigen Sie: L = {a/b/ | j € N} ist nicht regular.

Falsche Beweisversuche: Versuch 4

1. Die Zahl n € Nxg sei beliebig gewahlt (,vom Gegner").
Sei n € Nyg vom Gegner gewahlt.

2. Waihle ein Wort z € L mit |z| > n (wir suchen aus).
Wir wahlen z = a"b" € L.

3. Sei z = uvw beliebige Zerlegung mit |uv| < n,|v| > 1 (,vom Gegner").
Der Gegner zerlegt z in z = uvw mit u=a""1, v=aund w = b"
(damit ist |uv]| < n und |v| > 1 erfiillt).

Nein: Wir miissen fiir alle Wahlmaoglichkeiten des Gegners argumentieren.

4. Fiir jede solche Zerlegung gib ein i € N an mit uv'w ¢ L (wir suchen aus).




Beispiel: Mit vielen Fehlern

Zeigen Sie: L = {a/b/ | j € N} ist nicht regular.

Korrekter Bewels:
1. Die Zahl n € Nsg sei beliebig gewahlt (,vom Gegner").
Sei n € Nsg vom Gegner gewdhlt.
2. Waihle ein Wort z € L mit |z| > n (wir suchen aus).
Wir wéhlen z = a"b" € L.
3. Sei z = uvw beliebige Zerlegung mit |uv| < n,|v| > 1 (,vom Gegner").
Sei z zerlegt in z = uvw mit |uv| < n und |v| > 1.

4. Fir jede solche Zerlegung gib ein i € N an mit uv'w & L (wir suchen aus).
Dannistu=a, v=a undw=ab" mit k>0, j+ k+1=n und damit fiir
i=0:uvw=a"kp" & L.




Beispiel: Finde den Fehler

Sei L = {a"a" | n € N}.

L ist nicht regular.

Beweis mit dem Pumping-Lemma:
> Sei n € Ny beliebig.
> Wir wahlen z =a"3" € L.
» Sei z=uvw mit |uv|] < nund v > 1 eine Zerlegung von z.
>

Dannist u=a% v=2ac und w=a"t""9"€und e > 1, d 4+ e < n. Dann ist
nWow=a""€a"¢ L.
D.h. das Pumping-Lemma zeigt, dass L nicht regular ist.
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Beispiel: Finde den Fehler

Sei L = {a"a" | n € N}.

L ist nicht regular.

Beweis mit dem Pumping-Lemma:
> Sei n € Ny beliebig.
> Wir wahlen z =a"3" € L.
» Sei z=uvw mit |uv|] < nund v > 1 eine Zerlegung von z.
>

Dannist u=a%, v=2a% und w=a""""9"€und e>1, d+e < n. Dann ist
ulw =a""¢€a" ¢ L.
D.h. das Pumping-Lemma zeigt, dass L nicht regular ist.
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Beispiel: Finde den Fehler

Sei L ={a"a" | n € N}.

L ist nicht regular.

Beweis mit dem Pumping-Lemma:
> Sei n € Ny beliebig.
> Wir wahlen z = a"a" € L.
» Sei z=uvw mit |uv|] < nund v > 1 eine Zerlegung von z.
> Dagm istu=a? v=2a% und w=a""""9"Cunde>1, d+ e < n. Dannist
HY-p— an—ean g ‘ .

Beachte: L ist reguldr, z.B. wird L durch den regularen Ausdruck (aa)* erzeugt
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Beispiel: L erfiillt die Pumping-Eigenschaft

L ={a"a" | n € N} erfiillt die Pumping-Eigenschaft.

Beweis:
> Sein=2.
» Seize€ L mit |z| > n.

» Wir zerlegen z = uvw mit u =€, v = z[1]z[2], w das Suffix von z ohne die
ersten beiden Buchstaben.

> Dazel,ist z=aad und dann gilt: v = aa, w = &/~1a/~1. Daher gilt auch:
w'w=a'aad a1l = 11 c [ fiirallei € N.
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Zeigen Sie mit dem Pumping-Lemma, dass die folgenden Sprachen nicht regular sind:
> Ly ={we{ab}"|#i(w)=#p(w)}
» L, ={a"bbc™ | n,meN m>n}
» [3={a"%a" | ne N}
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L1 ={w € {a b}*| #a(w) = #p(w)} ist nicht regulér.

Beweis:
1. Die Zahl n € N5 sei beliebig gewahlt (,,vom Gegner").

2. Wiéhle ein Wort z € L1 mit |z| > n (wir suchen aus).
3. Sei z = uvw beliebige Zerlegung mit |uv| < n,|v| > 1 (,vom Gegner").

4. Fiir jede solche Zerlegung gib ein i € N an mit uv/w ¢ L1 (wir suchen aus).




L1 ={w € {a b}*| #a(w) = #p(w)} ist nicht regulér.

Beweis:

1. Die Zahl n € N5 sei beliebig gewahlt (,,vom Gegner").
Sei n € Nsq beliebig.

2. Waéhle ein Wort z € L1 mit |z| > n (wir suchen aus).
Abstimmung: Gute Wahl fiir z7

3. Sei z = uvw beliebige Zerlegung mit |uv| < n,|v| > 1 (,,vom Gegner").

4. Fiir jede solche Zerlegung gib ein i € N an mit uv/w ¢ L1 (wir suchen aus).




L1 ={w e {a b}* | #a(w) = #p(w)} ist nicht regulér.

Beweis:

1. Die Zahl n € N5 sei beliebig gewahlt (,,vom Gegner").
Sei n € Nsg beliebig.

2. Wiéhle ein Wort z € L1 mit |z| > n (wir suchen aus).
Sei z = a"b" (dann gilt z € L1 und |z| > n).
3. Sei z = uvw beliebige Zerlegung mit |uv| < n,|v| > 1 (,vom Gegner").

4. Fiir jede solche Zerlegung gib ein i € N an mit uv/w ¢ L1 (wir suchen aus).




L1 ={w e {a b}* | #a(w) = #p(w)} ist nicht regulér.

Beweis:

1. Die Zahl n € N5 sei beliebig gewahlt (,,vom Gegner").
Sei n € Nsg beliebig.

2. Wiéhle ein Wort z € L1 mit |z| > n (wir suchen aus).
Sei z = a"b" (dann gilt z € L1 und |z| > n).

3. Sei z = uvw beliebige Zerlegung mit |uv| < n,|v| > 1 (,vom Gegner").
Sei z = uvw mit |uv| < n,|v| > 1 eine Zerlegung von z.

4. Fiir jede solche Zerlegung gib ein i € N an mit uv/w ¢ L1 (wir suchen aus).




L1 ={w e {a b}* | #a(w) = #p(w)} ist nicht regulér.

Beweis:

1. Die Zahl n € N5 sei beliebig gewahlt (,,vom Gegner").
Sei n € Nsg beliebig.

2. Wiéhle ein Wort z € L1 mit |z| > n (wir suchen aus).
Sei z = a"b" (dann gilt z € L1 und |z| > n).

3. Sei z = uvw beliebige Zerlegung mit |uv| < n,|v| > 1 (,vom Gegner").
Sei z = uvw mit |uv| < n,|v| > 1 eine Zerlegung von z.

4. Fiir jede solche Zerlegung gib ein i € N an mit uv/w ¢ L1 (wir suchen aus).
Da |uv| < n und |v| > 0 gilt v = ak mit k > 0 und daher uv®w = a"kb" & I,
(d.h. fiir i =0 gilt uv'w & L1).




Satz
L1 ={w e {a b}* | #a(w) = #p(w)} ist nicht regulér.

Beweis:

1. Die Zahl n € Nxg sei beliebig gewahlt (,, vom Gegner").
Sei n € Nsg beliebig.

2. Wiéhle ein Wort z € L1 mit |z| > n (wir suchen aus).
Sei z = a"b" (dann gilt z € Ly und |z| > n).

3. Sei z = uvw beliebige Zerlegung mit |uv| < n,|v| > 1 (,,vom Gegner").
Sei z = uvw mit |uv| < n,|v| > 1 eine Zerlegung von z.

4. Fiir jede solche Zerlegung gib ein i € N an mit uv'w & L (wir suchen aus).
Da |uv| < nund|v| >0 gilt v = a* mit k > 0 und daher uv®w = a"~kb" & L4
(d.h. fiiri =0 gilt uv'w & L1).

Daher erfiillt L1 nicht die Pumping-Eigenschaft und daher kann L1 nicht regular sein.



Ly ={a"bbc™ | n,m € N, m > n} ist nicht regular.

Beweis:
1. Die Zahl n € N5 sei beliebig gewahlt (,,vom Gegner").

2. Wiéhle ein Wort z € Ly mit |z| > n (wir suchen aus).
3. Sei z = uvw beliebige Zerlegung mit |uv| < n,|v| > 1 (,vom Gegner").

4. Fiir jede solche Zerlegung gib ein i € N an mit uv/w ¢ Lo (wir suchen aus).




Ly ={a"bbc™ | n,m € N, m > n} ist nicht regular.

Beweis:

1. Die Zahl n € N5 sei beliebig gewahlt (,,vom Gegner").
Sei n € Nsq beliebig.

2. Waéhle ein Wort z € L, mit |z| > n (wir suchen aus).
Abstimmung: Gute Wahl fiir z7

3. Sei z = uvw beliebige Zerlegung mit |uv| < n,|v| > 1 (,,vom Gegner").

4. Fiir jede solche Zerlegung gib ein i € N an mit uv/w ¢ Lo (wir suchen aus).




Ly, ={a"bbc™ | n,m € N, m > n} ist nicht regulér.

Beweis:

1. Die Zahl n € N5 sei beliebig gewahlt (,,vom Gegner").
Sei n € Nsg beliebig.

2. Wiéhle ein Wort z € Ly mit |z| > n (wir suchen aus).
Sei z = a"bbc"t (dann gilt z € L, und |z| > n).

3. Sei z = uvw beliebige Zerlegung mit |uv| < n,|v| > 1 (,vom Gegner").

4. Fiir jede solche Zerlegung gib ein i € N an mit uv/w ¢ Lo (wir suchen aus).




Ly, ={a"bbc™ | n,m € N, m > n} ist nicht regulér.

Beweis:

1. Die Zahl n € N5 sei beliebig gewahlt (,,vom Gegner").
Sei n € Nsg beliebig.

2. Wiéhle ein Wort z € Ly mit |z| > n (wir suchen aus).
Sei z = a"bbc" (dann gilt z € L und |z| > n).

3. Sei z = uvw beliebige Zerlegung mit |uv| < n,|v| > 1 (,vom Gegner").
Sei z = uvw mit |uv| < n,|v| > 1 eine Zerlegung von z.

4. Fiir jede solche Zerlegung gib ein i € N an mit uv/w ¢ Lo (wir suchen aus).




Ly, ={a"bbc™ | n,m € N, m > n} ist nicht regulér.

Beweis:

1. Die Zahl n € N5 sei beliebig gewahlt (,,vom Gegner").
Sei n € Nsg beliebig.

2. Wiéhle ein Wort z € Ly mit |z| > n (wir suchen aus).
Sei z = a"bbc" (dann gilt z € L und |z| > n).

3. Sei z = uvw beliebige Zerlegung mit |uv| < n,|v| > 1 (,vom Gegner").
Sei z = uvw mit |uv| < n,|v| > 1 eine Zerlegung von z.

4. Fiir jede solche Zerlegung gib ein i € N an mit uv/w ¢ Lo (wir suchen aus).
Da |uv| < n und |v| > 0 gilt v = ak mit k > 0 und daher
uvdw = a"t2kpbc™ 1 & Ly (d.h. fiiri =3 gilt uv'w & L»).




Satz

Ly, ={a"bbc™ | n,m € N, m > n} ist nicht regulér.

Beweis:

1.

Die Zahl n € Ny sei beliebig gewahlt (,,vom Gegner").
Sei n € Nsg beliebig.

. Wahle ein Wort z € L, mit |z| > n (wir suchen aus).

Sei z = a"bbc" ™t (dann gilt z € L und |z| > n).

. Sei z = uvw beliebige Zerlegung mit |uv| < n,|v| > 1 (,vom Gegner").

Sei z = uvw mit |uv| < n,|v| > 1 eine Zerlegung von z.

. Fiir jede solche Zerlegung gib ein i € N an mit uv'w ¢ Lo (wir suchen aus).

Da |uv| < n und |v| >0 gilt v = aX mit k >0 und daher
uvdw = a"t2kpbc™ 1 & Ly (d.h. fiiri =3 gilt uv'w & L»).

Daher erfiillt L, nicht die Pumping-Eigenschaft und daher kann Lo nicht regular sein.



L3z ={a"%a" | n € N} ist nicht regular.

Beweis:
1. Die Zahl n € N5 sei beliebig gewahlt (,,vom Gegner").

2. Wihle ein Wort z € L3 mit |z| > n (wir suchen aus).
3. Sei z = uvw beliebige Zerlegung mit |uv| < n,|v| > 1 (,vom Gegner").

4. Fiir jede solche Zerlegung gib ein i € N an mit uv/w ¢ L3 (wir suchen aus).
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L3 ={a"%a" | n € N} ist nicht regular.

Beweis:

1. Die Zahl n € N5 sei beliebig gewahlt (,,vom Gegner").
Sei n € Nsg beliebig.

2. Wihle ein Wort z € L3 mit |z| > n (wir suchen aus).
Abstimmung: Gute Wahl fiir z7
3. Sei z = uvw beliebige Zerlegung mit |uv| < n,|v| > 1 (,vom Gegner").

4. Fiir jede solche Zerlegung gib ein i € N an mit uv/w ¢ L3 (wir suchen aus).




L3 ={a"%a" | n € N} ist nicht regular.

Beweis:

1. Die Zahl n € N5 sei beliebig gewahlt (,,vom Gegner").
Sei n € Nsg beliebig.

2. Wihle ein Wort z € L3 mit |z| > n (wir suchen aus).
Sei z = a"%a" (dann gilt z € L3 und |z| > n).
3. Sei z = uvw beliebige Zerlegung mit |uv| < n,|v| > 1 (,vom Gegner").

4. Fiir jede solche Zerlegung gib ein i € N an mit uv/w ¢ L3 (wir suchen aus).




L3 ={a"%a" | n € N} ist nicht regular.

Beweis:

1. Die Zahl n € N5 sei beliebig gewahlt (,,vom Gegner").
Sei n € Nsg beliebig.

2. Wihle ein Wort z € L3 mit |z| > n (wir suchen aus).
Sei z = a"%a" (dann gilt z € L3 und |z| > n).

3. Sei z = uvw beliebige Zerlegung mit |uv| < n,|v| > 1 (,vom Gegner").
Sei z = uvw mit |uv| < n,|v| > 1 eine Zerlegung von z.

4. Fiir jede solche Zerlegung gib ein i € N an mit uv/w ¢ L3 (wir suchen aus).




L3 ={a"%a" | n € N} ist nicht regular.

Beweis:

1. Die Zahl n € N5 sei beliebig gewahlt (,,vom Gegner").
Sei n € Nsg beliebig.

2. Wihle ein Wort z € L3 mit |z| > n (wir suchen aus).
Sei z = a"%a" (dann gilt z € L3 und |z| > n).

3. Sei z = uvw beliebige Zerlegung mit |uv| < n,|v| > 1 (,vom Gegner").
Sei z = uvw mit |uv| < n,|v| > 1 eine Zerlegung von z.

4. Fiir jede solche Zerlegung gib ein i € N an mit uv/w ¢ L3 (wir suchen aus).
Da |uv| < nund |v| > 0 gilt v = aX mit k > 0 und daher uv°w = a"k$a" & L5
(d.h. fiir i =0 gilt uv'w & L3).
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Satz
L3 ={a"%a" | n € N} ist nicht regular.

Beweis:

1.

Die Zahl n € Ny sei beliebig gewahlt (,,vom Gegner").
Sei n € Nsg beliebig.

. Wahle ein Wort z € L3 mit |z| > n (wir suchen aus).

Sei z = a"%a" (dann gilt z € L3 und |z| > n).

. Sei z = uvw beliebige Zerlegung mit |uv| < n,|v| > 1 (,vom Gegner").

Sei z = uvw mit |uv| < n,|v| > 1 eine Zerlegung von z.

. Fiir jede solche Zerlegung gib ein i € N an mit uv'w ¢ L3 (wir suchen aus).

Da |uv| < nund|v| >0 gilt v = ak mit k > 0 und daher uv'w = a"k$a" & L5
(d.h. fiir i =0 gilt uv'w & L3).

Daher erfiillt L3 nicht die Pumping-Eigenschaft und daher kann L3 nicht regular sein.



Pumping-Eigenschaft ist nicht hinreichend

Es gibt Sprachen, die die Pumping-Eigenschaft erfiillen aber nicht regular sind. Die
Sprache L = {a"bfc? | k,£ € Nxg} ist eine solche Sprache.

Beweis, dass L die Pumping-Eigenschaft erfiillt:
» Sein>1und ze L mit |z| > n.
» Da z von der Form a¥btct ist, muss k > 0 gelten und wir zerlegen z = uvw mit
u=¢g v=a w=a"1ptct. Dalv|=1,|uv|] <nund uv'w = ak1ptct c L
fiir alle 1 € N, erfiillt L die Pumping-Eigenschaft.




