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Losungsvorschlag zur Ubung 5 zur Vorlesung
Formale Sprachen und Komplexitat

FSK5-1 Pumping-Lemma (2 Punkte)

Geben Sie fiir die folgenden Sprachen iiber {a,b,c} an, ob diese reguldr oder nicht re-
guldr sind, und beweisen Sie, dass Ihre Antwort stimmt.

Um zu beweisen, dass eine Sprache nicht reguldr ist, verwenden Sie das Pumping-
Lemma. Um zu beweisen, dass eine Sprache reguldr ist, geniigt es, ein Konstrukt K
anzugeben, das die Sprache erzeugt/erkennt. Sie miissen nicht beweisen, dass L(K) =
L ist.

a) L={abick|ijkeN}

LOSUNGSVORSCHLAG: Ist regular, da L = L(a*b*c*).

b) L={a'b/|i,je N}YU{bd|ijec N}

LOSUNGSVORSCHLAG: Ist regulir, da L = L(a*b* | b*c*).

o) M=A{ww|we {ab}*}

LOSUNGSVORSCHLAG:
Sein > 1 die beliebige Pumpingzahl.

Wir wihlen das Wort z = a"ba"b mit |z| > n. Fiir alle Zerlegungen z = uvw mit
luv| < mund |v| > 1giltu = v =2a,w=a"ba"bk+14+m=mnk+1<n,
[ >0.

Nun ist aber uv?>w = aka?a”ba"b nicht mehr in M, da k + 21 +m = n + [ # n fiir
[>0.

Damit ist die Pumpingeigenschaft fiir M widerlegt und das Pumping-Lemma
zeigt, dass M nicht regulér ist.



d) N={a%*+?|keN,k>2}

LOSUNGSVORSCHLAG: Ist regulir, da N = L(aaaaaaaa(aaa)*).

e) Q= {a"2' ke N}

LOSUNGSVORSCHLAG:

Sei n > 1 die beliebige Pumpingzahl.

Wir wihlen das Wort w = a("*2)" mit |w| > n. Betrachte nun jede beliebige Zer-
legung z = uow mit |uv| < nund |v| > 1. Dann gilt u = a0 =da,w = a" mit
k+l4+m=n+2),k+1<mn1>0.

Dann ist uv'w = a*+iH+m = g(1+2)H0-DI Fijr | = 2 ergibt sich uv’w = a
a2+ Dal < n, haben wir (n +2)! < (n+2)!+1 < ((n+ 1) 4 2)!. Daher ist
a("t2D! picht von der Form a*+2)!, d.h. a("+2)'+ ¢ O,

Damit ist die Pumpingeigenschaft fiir Q widerlegt und das Pumping-Lemma
zeigt, dass Q nicht regulér ist.

k+2l4+m _

f) R={w |#(w) =#(w)}

LOSUNGSVORSCHLAG:
Sein > 1 die beliebige Pumpingzahl.

Wir wihlen das Wort w = a"b" mit |w| > n. Betrachte nun jede beliebige Zerle-
gung z = uovw mit |uv| < nund |v| > 1. Dann gilt u = ak v =a,w = a"p" mit
k+l4+m=nk+1<mn,1>0.

Dann ist uv'w = ak+#mpt = gn+(=DIp" Fiir i = 2 ergibt sich uv?w = a"+'p". Da
I > 0, haben wir a"*'b" ¢ R.

Damit ist die Pumpingeigenschaft fiir R widerlegt und das Pumping-Lemma
zeigt, dass R nicht regulér ist.

FSK5-2 Myhill und Nerode (2 Punkte)

a) Sei L = L(ab*cb*a) iiber dem Alphabet >~ = {a,b,c}. Geben Sie eine kompak-
te Beschreibung der Aquivalenzklasse der Nerode-Relation von L an, in der das
Wort u = abc liegt.



b)

LOSUNGSVORSCHLAG:

Fir w € X* gilt uw € L g.d.w. w € L(b*a): Fiir jedes solche w liegt uw in L; hat w
eine andere Form, kann das Wort nicht mehr in L liegen. Dies ist die verbindende
Eigenschaft all derjenigen Elemente, welche in der gleichen Aquivalenzklasse wie
u liegen.

Umgekehrt kann man nun alle v bestimmen, fiir die vw mit w € L(b*a) in der
Sprache L liegt. Genau diese Worter v sind dquivalent zu u beziiglich der Nerode-
Relation, d.h. sie sind in der Aquivalenzklasse von u enthalten. Offensichtlich
sind diese v genau die Worter aus L(ab*cb*), also [u] = L(ab*cb*).

Sei L = {a'bla’ | i,j € N} iiber dem Alphabet ¥ = {a,b}. Geben Sie eine
kompakte Beschreibung der Aquivalenzklasse der Nerode-Relation von L an, in
der das Wort u = aaabaa liegt.

LOSUNGSVORSCHLAG:

Fir w € X* gilt uw € L g.d.w. w = a: Fiir ein solches w liegt uw in L; hat w
eine andere Form, kann das Wort nicht mehr in L liegen. Dies ist die verbindende
Eigenschaft all derjenigen Elemente, welche in der gleichen Aquivalenzklasse wie
u liegen.

Umgekehrt kann man nun alle v bestimmen, fiir die vw mit w = a in der Sprache
L liegt. Genau diese Worter v sind dquivalent zu u beziiglich der Nerode-Relation,
d.h. sie sind in der Aquivalenzklasse von u enthalten. Offensichtlich sind diese v
genau die Worter aus {a’b/a’ ! | i,j € Nxo}, also [u] = {a'bla’~! | i,j € Nxo}.

Bestimmen Sie den Nerode-Index folgender Sprachen und entscheiden Sie mit
dem Satz von Myhill und Nerode, welche dieser Sprachen regulér sind. Geben Sie

fiir jede Sprache mit endlichem Nerode-Index alle paarweise disjunkten Aquivalenz-

klassen an (1 Reprdsentant pro Klasse).

e {aaa,aab,aba,abb,baa,bab, bba, bbb} mit ¥ = {a, b}

LOSUNGSVORSCHLAG:
Paarweise verschiedene Aquivalenzklassen: [¢], [a], [aa], [aaa], [aaaa].

Damit ist der Nerode-Index 5 und die Sprache ist reguldr. (Nebenbei: eine
endliche Sprache kann ohnehin nur endlich viele Aquivalenzklassen haben,
muss also reguldr sein.)



o {a%*2|n € Nyo}mitE = {a}

LOSUNGSVORSCHLAG:
Paarweise verschiedene Aquivalenzklassen: [¢], [a], [a?], [#%], [a?], [2°].
Damit ist der Nerode-Index 6 und die Sprache ist regular.

e {ww | we X} mity = {a,b}

LOSUNGSVORSCHLAG:

Jedes Wort der Menge M = {a'b | i € N} liegt in einer anderen Aquivalenz-
klasse, denn fiir u = ba' gilt: a'bu € L, aber albu ¢ L (fiir j # i). Somit ist
[a'b] # [@/b)].

Da M unendlich viele Worter enthdlt, gibt es auch unendlich viele
Aquivalenzklassen. Das heifit der Nerode-Index ist oo und die Sprache ist
nicht regular.

e {w'|ieN,we X} mitE = {a,b}

LOSUNGSVORSCHLAG:

Da 1 € IN, enthilt die Sprache alle Worter w € X*. Die einzige Aquivalenz-
klasse ist [e].

Damit ist der Nerode-Index 1 und die Sprache ist regulér.

FSK5-3 Konservative Erweiterungen reguldrer Ausdriicke (0 Punkte)

In dieser Aufgabe geht es um Erweiterungen reguldrer Ausdriicke mit zusatzlichen
Operatoren. Geben Sie fiir jede Erweiterung an, ob sie konservativ ist, und beweisen Sie
Ihre Antwort. Eine Erweiterung ist konservativ, wenn die erweiterten reguldren Aus-
driicke nur regulédre Sprachen beschreiben.

Im Folgenden seien «, xg, a1 reguldre Ausdriicke.

a) a?: Teilworter, die von « erkannt werden, diirfen vorkommen, miissen aber nicht.
Die Semantik von a? ist also L(a?) = {e} U L(«).

LOSUNGSVORSCHLAG: Die Erweiterung ist konservativ. Es ist L(«?) = L(« |
¢), das heiflit jeder Teilausdruck a? kann durch den reguldren Ausdruck a | &
ersetzt werden, ohne die Bedeutung des gesamten Ausdrucks zu dndern.



b) a™:wie a*, aber « muss mindestens einmal vorkommen.
Lla®)= U L(a)'=L(a)UL(a)>?UL(x)3U"--

i€N<g

LOSUNGSVORSCHLAG: Konservativ, denn L(a™) = L(aa*).

o) al?} miti,j € Nundi < j: wie a*, aber & muss mindestens i-mal und darf
hochstens j-mal wiederholt werden.

L@l) = () L@)* = L(@)' UL@)" UL(@)*2U - U L(a)
k=i

LOSUNGSVORSCHLAG: Konservativ, denn L(al#/}) = L(aa ... aa?a? ... a?)
——

i-mal (j—i)-mal

d) s(a) (,Shuffle-Operator”): die Buchstaben von « diirfen in beliebiger Reihenfolge
auftauchen.

L(s(w)) ={w | Jv € L(a). Va € Z. #,(v) = #,(w)}
Beispiel: L(s(aab)) = {aab, aba, baa}.

LOSUNGSVORSCHLAG: Nicht konservativ, das heiflt Ausdriicke mit s kénnen
auch nicht-reguldre Sprachen erkennen.

Beispielsweise ist s((ab)*) nicht reguldr. Es handelt sich hierbei um die Spra-
che von Wortern tiber {a,b}, die gleich viele as und bs enthalten. Die Nicht-
Regulédritdt kann mit dem Pumping-Lemma gezeigt werden oder mit dem Satz
von Myhill und Nerode.

Alternativ ist auch L(s((ab)*)) N L(a*b*) = {a'b' | i € IN}, was eines der Stan-
dardbeispiele fiir nicht reguldre Sprachen ist.

FSK5-4 Produktautomat (0 Punkte)

Als Produktautomat bezeichnet man einen DFA C = (Z¢, %, d¢c, zoc, Ec), der aus zwei
DFAs A = (Za,%,64,204,Ea) und B = (Zp, %, 0, z0p, Ep) gebildet wird, wobei

b ZC:ZAXZB

* zoc = (204,20B)



* oc((p,q9),a) = (6a(p,a),65(q,a)).

Die Menge der Endzustdnde E- werden wir in den folgenden Teilaufgaben unterschied-
lich definieren.

a) Ein Automat X simuliert einen Automaten Y, wenn es eine Simulationsfunktion
f 1 Zx — Zy gibt, sodass fiir jedes Wort w € X* gilt: Endet der Lauf von X auf w
im Zustand z, so endet der Lauf von Y auf w im Zustand f(z).

Zeigen Sie, dass C sowohl A als auch B simuliert.

LOSUNGSVORSCHLAG:
Die Simulationsfunktion fiir A ist f4(p,q) = p, die fiir B f(p,q) = 9.

Wir zeigen per Induktion iiber die Wortlinge n, dass diese Funktionen die
gewlinschte Eigenschaft haben.

e n = 0: Damit ist w = €. Der letzte Zustand des Laufs eines DFA auf ¢ ist der
Startzustand. Der Startzustand von C ist (za, zop)- Es ist fa(zoa, zoB) = zoa,
der Startzustand von A und fg(zo4, zo) = zop, der Startzustand von B.

e n—n+1:
|lw| =n-+1>0,alsogibtesu € £*,a € L mit w = ua.

Seien z, 4 der Zustand, in dem der Lauf von A auf u endet und z,g der Zu-
stand, in dem der Lauf von B auf u endet.

Da |u| = n, endet der Lauf von C auf u im Zustand (z,4, zyp)-

Der Lauf von A auf w = ua endet im Zustand é4(z,4,a) und der Lauf von B
auf w im Zustand 6p(z,, ).

Der Lauf von C endet im Zustand 8¢ ((z,4,zup), 4) = (64(zua,4),08(zyup, a)).
Die geforderte Eigenschaft folgt, da fa(da(zya,4a),08(zup,a)) = 0a(zua,a)
sowie fB(5A(ZuA,El),5B(ZuB,IZ)) = (SB(ZuB,LZ).

b) Bestimmen Sie eine Menge I, sodass mit Ec = I gilt: L(C) = L(A).

LOSUNGSVORSCHLAG:
I={(p.9)|pecEa}
L(C) = L(A), da fiir jedes w € X* gilt:

* w wird von A akzeptiert <— letzter Zustand im Lauf von A auf w endet in
einem Zustand z mitz € E4



¢ w wird von C (mit Endzustandsmenge I) akzeptiert <— letzter Zustand im
Lauf von C auf w endet in einem Zustand (z,y) mit (z,y) € I +— letzter
Zustand im Lauf von C auf w endet in einem Zustand (z,y) mitz € E4

Aufgrund der Simulationseigenschaft von f4 sind diese Bedingungen dquivalent,
also L(A) = L(C).

Bestimmen Sie eine Menge ], sodass mit Ec = ] gilt: L(C) = L(A) A L(B). Hierbei
ist MAN = (MUN)\(MnN N) die ,symmetrische Differenz” von M und N.

LOSUNGSVORSCHLAG:

J ={(p.q) | p € EaVq € Eg}, wobei V das exklusive Oder ist. Es gilt also
AV B <= (AVB)A—-(AAB).

L(C) = L(A) A L(B), da fiir jedes w € X* gilt:
* w wird von A akzeptiert <— letzter Zustand im Lauf von A auf w endet in
einem Zustand z mitz € Ex

* w wird von B akzeptiert <— letzter Zustand im Lauf von B auf w endet in
einem Zustand z mit z € Ep

¢ w wird von C akzeptiert <— letzter Zustand im Lauf von C auf w endet in
einem Zustand (z,y) mit (z,y) € | «— letzter Zustand im Lauf von C auf w
endet in einem Zustand (z,y) mitz € E4 Vy € Ep

Damitist L(C) = {w | w € L(A) Vw € L(B)} = L(A) A L(B).
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