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Losungsvorschlag zur Ubung 3 zur Vorlesung
Formale Sprachen und Komplexitat

FSK3-1 Konstruktion von NFAs (2 Punkte)

a) Geben Sie den Zustandsgraph eines NFA A mit Eingabealphabet {a,b,¢,d} an,
der genau alle Worter w akzeptiert, fiir die gilt:

e w ist von der Form a* fiir ein i € N+( oder

¢ w fangt mit a an und endet mit einem b.
D.h. die von A akzeptierte Sprache kann geschrieben werden als

L(A) ={w e {a}" | #,(w) = 4i,i € N} U{awb |w € {a,b,c,d}"}

LOSUNGSVORSCHLAG:

b) SeiX = {1,2,3} und
L={wl|ieXweX und#(w)=i}.
Das heifst die Sprache L enthilt genau die Worter w, fiir die gilt: Es gibt eine Zahl

i € {1,2,3} sodass das Wort w das Symbol i genau i-mal enthilt.

Z.B. gilt 212323 € L, da das Wort 212323 genau 1-mal das Symbol 1 enthilt. Eben-
so gilt 2311233 € L, da das Wort 2311233 genau 2-mal das Symbol 2 enthilt. Hin-
gegen ist 112223 & L.

Geben Sie den Zustandsgraph eines NFA B an mit L(B) = L.
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Sei M ein beliebiger NFA {iber einem beliebigen Alphabet ¥ und sei a ¢ X.. Kon-
struieren Sie allgemein daraus einen NFA N iiber X U {a} mit

L(N) ={wa |w e L(M)}

Anders gesagt: Der Automat N soll ein Wort genau dann akzeptieren, wenn das
Wort von der Form wa ist und w vom Automaten M akzeptiert wird.

LOSUNGSVORSCHLAG:
Sei M = ({zo,...,2n},%,9,S,E) ein NFAund a ¢ ¥.
Wir definieren N = ({zo,...,zn,ze}, 2 U{a},d,S, {zg}) (fiir zg neu) mit

0 (zi,x) =06(z;,x) fir0<i<nundallex € X
0 (zj,a) ={zg} furallez; € E

8 (zi,a) = fiirallez; ¢ E

8 (zg,x) =0 fiir alle x € 2 U {a}

Der Automat N ,startet” also genau wie M. Beim Lesen eines a muss er jedoch in
den Endzustand zr wechseln (mit einem Ubergang Z LNy ), falls sich N in einem
der Endzustiande von M befindet. Falls nicht, steht das Zeichen a an der falschen
Position und das Wort wird nicht erkannt. Befindet sich N im Endzustand und
liest weitere Zeichen x, so akzeptiert er auch nicht.



FSK3-2 Liufe und Potenzmengenkonstruktion (2 Punkte)
Fiir diese Aufgabe betrachten wir folgenden NFA C tiber dem Alphabet {a,b}:

a) Geben Sie einen akzeptierenden Lauf des NFA C auf dem Wort w = aaabbbabab

b)

an.

LOSUNGSVORSCHLAG:

a a a b b b a b a b
Zo —> 20—+ 20— 20 —> 21 —* 20 —7» Z1 —> Z2 —» 23 —» 22 — Z3

ist ein solcher Lauf.

Berechnen Sie zum NFA C einen dquivalenten DFA D mit der Potenzmengenkon-
struktion. Geben Sie nur den Zustandsgraphen des vom Startzustand erreichba-
ren Teils des Automaten an. Vergessen Sie nicht, den Startzustand und die End-
zustdnde zu markieren.

LOSUNGSVORSCHLAG:

Potenzmengenkonstruktion, wobei nur die erreichbaren Zustinde betrachtet
werden:

Zustand / Nachfolge bei | a b

{zo0} {zo} | {=z1}
{z1} {z2} {zo}
{z2} % {z3}

@) (%) %)

{z3} {z2,23} | {22}
{22, 23} {z2,23} | {2z2,23}

Startzustand {zo} und Endzustinde {z3}, {22, z3}.



c) Geben Sie den Lauf des DFA D auf dem Wort w an. Ist der Lauf akzeptierend?

LOSUNGSVORSCHLAG:
{z0} 5 {20} % {z0} % {zo} 2 {z} 2 {20} > {z1} & {z} > {z} >
{Zz, 23} —b> {22, 23}

Der Lauf ist akzeptierend, da {zy, z3} ein Endzustand ist.

Welcher Zusammenhang besteht zwischen dem von Thnen in der Teilaufgabe a)
gefundenen Lauf des Automaten C und dem in dieser Teilaufgabe gefundenen
Lauf des Automaten D auf dem Wort w?

LOSUNGSVORSCHLAG:

Jeder Zustand im Lauf des NFA C ist Element des entsprechenden Zustands im
Lauf des DFA D. (Zur Erinnerung: Die Zustinde des DFA sind Mengen von
Zustanden des NFA.)

Da jeder Zustand von D aulflistet, in welchem Zustand C an den entsprechenden
Wortpositionen sein kann, simuliert D in gewisser Weise alle moglichen Laufe
des Automaten C auf dem Wort.



FSK3-3 Tokenizer (0 Punkte)

Ein Einsatzgebiet fiir endliche Automaten sind Tokenizer. Diese werden verwendet,
um den Quelltext einer Programmiersprache in syntaktische Einheiten (Tokens) zu zer-
legen. Ein Token ist beispielsweise ein Schliisselwort, ein Bezeichner, ein Operator, etc.

Zum Beispiel wird das Programm

if (x==y){z=x};

zerlegt in

,,if” ,,(” ,,X” ,,==” ,,y” ,,)“ ,,{” ,,Z” ,,=” ,,X” ,,}” ,,;“

In dieser Aufgabe erstellen wir einen Tokenizer, indem wir die moglichen Tokens als
reguldre Sprache auffassen.

a) Um alle Schritte sinnvoll per Hand rechnen zu konnen, arbeiten wir mit einem
reduzierten Alphabet ([] statt () oder {}, weniger Buchstaben aus dem Alphabet,
nur eine Ziffer, ...):

Y ={a,x,0,[,],=,"}

Die Sprache der moglichen Tokens ist als DFA A gegeben:

a,x,0,[,] "
a,X,O, [’]

Von allen Zustidnden
alle fehlenden Buchstaben

Um das erste Token aus einem String zu identifizieren, wird A vom Anfang des
Strings aus laufen gelassen. Wenn der Lauf nie in einen Endzustand kommt, mel-
det der Tokenizer einen Fehler. Ansonsten wird die letzte Position, in welcher der
Automat in einem Endzustand war, als Token-Ende genommen.

Zum Beispiel ist bei Eingabe ==aa[ der Lauf g0 — g2 — 2 > qm ~ qm —[> gm- Da
g2 akzeptierend ist (aber g,, nicht), ist das erkannte Token ==.

Notieren Sie bei folgenden Strings die Zustidnde, die A bei Verarbeitung die-
ser Strings annehmen wird (die Laufe) und geben Sie je die Ausgabe des Toke-
nizers an. Beziiglich der Ausgabe reicht es, sofern der Tokenizer keinen Fehler
zuriickgibt, nur das erste erkannte Token anzugeben.



b)

® aa==a

e al0]

e a[[[[]

e "af[0]"ax"
e "a=[0] "ax"

e g [O] Ng=x"

LOSUNGSVORSCHLAG:
aa==a: = o — 4 — G4 — Gm — Gm — Gm = Token: aa

a[O]::>qgi>q4—[>qmﬂ>qmi>qm:>Token:a

a[[[[]::>q0ﬁ>q4—[>qm—[>qm—[>qm—[>qm—}>qm:>Token:a
"a[O]"aX"::>qol>q5i>q5—[>q5£>q5—]>q5l>q7i>q5i>q5L>q7
= Token: "a[0] "ax"

| | n n. i a = [ 0 ] . 4 it .
a=[0]"ax":=qo0 = g5 — G5 = Gm —> Gm — Gm — Gm — Gm — Gm — Gm — Gm
= Fehler

"a[O]"a=x"::>qol>q5 i>q5 —[>IJ5 glk —]>¢]5 L>Q7i>¢]5 ;Qm l>‘7m ;‘11%
= Token: "a[0]"

Bestimmen Sie asymptotisch (in O-Notation), wie viele Schritte der Tokenizer-
Automat braucht, um ein Token aus einem String der Lange n zu extrahieren.

LOSUNGSVORSCHLAG: O(n), da die Verarbeitung von einem Zeichen O(1)
ist und zweimal {iber den String gelaufen werden muss: Einmal zur Verarbeitung
des Strings und einmal bei der Suche nach dem letzten Zustand, der ein Endzu-
stand ist. (Man kann sich den jeweils letzten Endzustand natiirlich auch merken,
dann muss man nur einmal {iber den String laufen. Das dndert aber an der asym-
ptotischen Laufzeit nichts.)

Um mehrere Tokens zu extrahieren, wird das gefundene Token von dem String
entfernt und wieder von vorne ein Token gesucht. Wenn der verbleibende String
leer ist, ist der Tokenizer fertig.

Beispiel: Bei der oben genannten Eingabe ==aa[ mit dem ersten Token ==, ist der
Reststring nach dem Entfernen aa[, das zweite Token dann also aa.

Zerlegen Sie mit diesem Algorithmus den String a="ax0"aa[0]=a in alle Tokens.



d)

LOSUNGSVORSCHLAG:
String: a="ax0"aa[0]=a

a = ” a X 0 ” a a [ 0
Automat go = g4 = G = Gm = Gm = Gm = Gm = Gm —> Gm — Gm —> Gm —

Tn > G S G o
Token: a Reststring: ="ax0"aa[0]=a

= v a X 0 ” a a [ 0 |
Auti)matqo—nyz—>qm—>qm—>qm—>Qm—>Elm—>ﬂlm—>flm—>’1m—>qm—>

G = G > G
Token: = Reststring: "ax0"aa[0]=a

” a X 0 ” a a [ 0 ] = a
Automat gy — g5 = g5 = g5 — g5 — g7 — G5 — G5 —> G5 —> 5 — 45 — Gm —

m
Token: "ax0" Reststring: aa[0]=a

= 4

a a [ 0
Automat go — g4 — G4 = Gm — Gm — Gm — Gm — Gm
Token: aa Reststring: [0]=a

Automat g —[> 7 LS m —]> Gm = Gm = qm

Token: [ Reststring: 0]=a

Automat g RN q3 l> G = Gm > Gm
Token: 0 Reststring: J=a

Automat g iR 91 = Gm = Gm
Token: ] Reststring: =a
Automat g — g2 — G
Token: = Reststring: a
Automat o > g4

Token: a Reststring: &

g

Damit ist die Liste der Tokens: ,a“, ,=*, ,,"ax0"*, ,aa*, ,[“, ,0*, 1%, .=, &

Tatsdchlich miissen wir den String nicht verdndern, sondern, wenn ein Token ge-
funden wurde, nur den Automat an der nédchsten Position im String starten. Wir
Jkiirzen’ den String also in O(1).

Wie viele Schritte brauchen wir dann asymptotisch, um alle Tokens aus einem
String der Lange n zu finden? (Hinweis: Es ist nicht O(n). Man konnte das Ver-
fahren aber optimieren, um eine Laufzeit von O(n) zu erreichen.)



LOSUNGSVORSCHLAG: O(n?), da es bis zu n Tokens geben kann und jedes in
O(n) Schritten gefunden wird.

FSK3-4 Umgedrehte Sprache (0 Punkte)

Sei T die Funktion, die auseinem NFA A = (Z,%,6,S,E) einenNFAT(A) = (Z,%,¢,E,S)
erzeugt, wobei p € §'(q,a) <= q € é(p,a).

a) Berechnen Sie den Zustandsgraph des Automaten B = T(A) fiir folgenden Au-

tomaten A:
\600) a R @ ab @ ab @
a,b
LOSUNGSVORSCHLAG:
@ a @ ab @ ab @/
ab

b) Geben Sie den Zustandsgraph eines DFA C mit L(B) = L(C) an. (Sie diirfen die
Potenzmengenkonstruktion nutzen, miissen aber nicht.)

LOSUNGSVORSCHLAG:

Fast wie in b), aber g; benétigt noch einen ausgehenden Ubergang mit b. Darum
Miilleimerzustand hinzufiigen.

b b

b

O

ab



c) Zeigen Sie: Fiir jeden NFA Aist L(T(A)) = {w | w € L(A)}. Dabei steht @ wie in
der Vorlesung fiir das riickwirts gelesene Wort w.

Hinweis: Es kann hilfreich sein, zuerst L(T(A)) € {w | w € L(A)} und dann
{w|weL(A)} CL(T(A)) zu zeigen.

LOSUNGSVORSCHLAG:
Wir zeigen zunéchst L(T(A)) C {w | w € L(A)}.

Seiw € L(T(A)), n = |w|. Damit gibt es einen akzeptierenden Lauf ¢ von T(A)
auf w.

0 ist ein akzeptierender Lauf von A auf w, da

e (in einem Startzustand von A anfingt (da ¢ in einem Endzustand von T(A)
endet)

* 0 in einem Endzustand von A endet (da ¢ in einem Startzustand von T(A)
anfangt)

e Vie {l1,...,n}.0[i] € é(o[i — 1], w[i]), denn:
Esist Vi € {1,...,n}. w[i] = w[n —i+ 1] sowie Vi € {0,...,n}. o[i] =

on—i].
Damit ist g[i] = o[n —i],0li—1] = o[n— (i—1)] = oln—i+1],w[i] =
wln —i+1]

Damit Vi € {1,...,n}.0[i] € é(oli — 1], @[i]) +—
Vie{l,...,n}.oln—id €d(oln—i+1,wn—i+1]) +—
Vie{l,...,n}.oln—i+1] €d'(on—i],wn—i+1]) +—
Vie{0,...,n—1}.0[j + 1] € & (o[j], w[j +1]) «—
Vie{1,...,n}. 0[i] € &'(o[i — 1], w[i])

Die letzte Aussage gilt, da ¢ ein Lauf von T(A) auf w ist.

Somitistw € L(A) und L(T(A)) C {w | w € L(A)}.

Nun zeigen wir, dass {w | w € L(A)} C L(T(A)) ist.

Wir bemerken dazu zunéchst, dass die oben bewiesene Aussage auch fiir T(A)
gilt. (Wir haben sie ja fiir alle Automaten bewiesen). Also gilt L(T(T(A))) C {w |
W € L(T(A))}. Nun ist aber T(T(A)) = A: wenn man den umgedrehten Au-
tomaten nochmal umdreht, erhdlt man wieder den urspriinglichen Automaten.
Somit gilt L(A) C {w |w € L(T(A))}.

Weiterhin gilt fiir alle Mengen X C Y und all Funktionen f: {f(x) | x € X} C
{f(y) | v € Y}. Wenden wir diese Regel auf die obige Aussage an, wobei wir
f(w) = w wéhlen, so erhalten wir {w | w € L(A)} C {w | w € L(T(A))}. Die
rechte Menge ist genau L(T(A)), somit ist die gewiinschte Aussage bewiesen.






	FSK3-1 Konstruktion von NFAs
	FSK3-2 Läufe und Potenzmengenkonstruktion
	FSK3-3 Tokenizer
	FSK3-4 Umgedrehte Sprache

