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Klausur zur Vorlesung
Formale Sprachen und Komplexitét

Die Bearbeitungszeit betrigt 120 Minuten. Hilfsmittel sind nicht erlaubt, auch der Besitz ausgeschalte-
ter elektronischer Geréte wird als Betrug gewertet. Schreiben Sie Thren vollstdndigen Namen und Thre
Matrikelnummer deutlich lesbar auf dieses Deckblatt, sowie Thren Namen in die Kopfzeile auf jedem
Blatt der Klausurangabe! Geben Sie alle Blétter ab, lassen Sie diese zusammengeheftet! Verwenden
Sie nur dokumentenechte Stifte und weder die Farben rot noch griin.

Kontrollieren Sie, ob Sie alle Aufgabenbléitter erhalten haben. Aufgabenstellungen befinden sich auf
den Seiten 1-11. Sie diirfen die Riickseiten fiir Nebenrechnungen nutzen. Falls Sie die Riickseiten fiir
Antworten nutzen, so markieren Sie klar, was zu welcher Aufgabe gehort und schreiben Sie in der
entsprechenden Aufgabe, wo alle Teile Threr Antwort zu finden sind. Streichen Sie alles durch, was
nicht korrigiert werden soll!

Lesen Sie die Aufgabenstellungen vollstdndig durch, bevor Sie mit der Bearbeitung der Aufgaben
beginnen. Es gibt 8 unterschiedlich gewichtete Aufgaben zu insgesamt 120 Punkten. Mit 60 Punkten
haben Sie sicherlich bestanden. Die Teilaufgaben kénnen unabhéngig voneinander bearbeitet werden.

Mit Threr Unterschrift bestétigen Sie, dass Sie zu Beginn der Klausur in ausreichend guter gesund-
heitlicher Verfassung sind, und diese Klausurpriifung verbindlich annehmen.

Nachname:
Vorname:
Matrikelnummer:
Studiengang:

Die Klausur soll gewertet werden: 0 JA [0 NEIN

Hinweis: Ist keines der beiden Felder angekreuzt, so wird JA angenommen.

Hiermit erklédre ich die Richtigkeit der obigen Angaben:

(Unterschrift)

Die folgende Tabelle NICHT ausfiillen:

Aufgabe 1 2 3 4 5 6 7 8 > Bonus || Note

Punkte 18 12 12 18 15 15 18 12 120

erreicht




Name: 1

Aufgabe 1 (Allgemeines): (18 Punkte)

Pro Frage gibt es genau eine richtige Antwort.

Punkte in dieser Aufgabe werden nach folgender Tabelle vergeben. Eine Antwort, bei der 0 oder
mindestens 2 Késtchen angekreuzt sind, zahlt als falsch.

Richtige Antworten ‘ 0 ‘ ‘ 2 ‘ 3 ‘ 4 ‘ 5 ‘
Erzielte Punkte ‘ 0 ‘ ‘ 0 ‘ 0 ‘ 2

1
0

Die primitiv rekursiven Funktionen umfassen alle
I:l WHILE-berechenbaren Funktionen. I:l LOOP-berechenbaren Funktionen.
I:l p-rekursiven Funktionen. I:l Turingberechenbaren Funktionen.

Die Sprache L = {a"b" | n € N}
I:l ist nicht kontextfrei. I:l ist endlich.
I:l hat einen endlichen Nerode-Index. I:‘ ist nicht regulér.

Deterministische Kellerautomaten, die mit Endzustdnden akzeptieren, erkennen
I:l genau die Typ 2-Sprachen.
I:l die gleichen Sprachen, wie deterministische Kellerautomaten, die bei leerem Keller akzeptieren.
I:l insbesondere alle regulédren Sprachen.

I:l genau die Sprachen, die von NFAs erkannt werden.

Sei a : (N x N) — N die Ackermannfunktion, bin : N — {0,1}* die Binérkodierung einer Zahl und M
die durch wys € {0, 1}* kodierte Turingmaschine. Eine entscheidbare Sprache ist

I:l {wpr € {0,1}* | M hélt bei leerer Eingabe}

[ ] {war € {0,1}* | M hilt bei Eingabe bin(a(|way|, [war]) }

I:l {wys € {0,1}* | M hélt nicht bei leerer Eingabe}

I:l {wps € {0,1}* | M hélt bei leerer Eingabe nach hochstens a(|way|, |was|) Schritten}

Welcher dieser Formalismen beschreibt eine andere Sprachklasse als die anderen drei Formalismen?

I:l Regulédre Ausdriicke I:l Typ 1-Grammatiken
I:l Regulidre Grammatiken I:l Nichtdeterministische endliche Automaten

Welche der folgenden Eigenschaften trifft fiir die Grammatik
G=({S,A,B},{a,b},{S - AB | BAJA— a,B —b,AA — BB},S) zu?

I:l G ist in Kuroda-Normalform. I:l G enthélt Einheitsproduktionen.
I:l G ist kontextfrei. I:‘ G enthilt Epsilonproduktionen.

Die Aufgabe wird auf dem ndchsten Blatt fortgesetzt.



Name: 2

Fortsetzung von Aufgabe [1:

Welche Aussage stimmt?
I:l Jede Typ 0-Sprache ist entscheidbar.
I:l Jede Typ 0-Sprache ist unentscheidbar.
I:l Jede entscheidbare Sprache ist vom Typ 0.
I:l Jede unentscheidbare Sprache ist vom Typ 0.

Aus welcher der folgenden Eigenschaften folgt, dass eine Sprache L {iber dem Alphabet ¥ regulér ist?

I:l Es gibt eine Zahl n > 0, sodass jedes Wort z € L mit |z| > n, als z = uvw geschrieben werden
kann, so dass gilt: i) |uv| < n, ii) |v| > 1, iii) fiir alle i > 0 : wv'w € L

Fiir jede Zahl n > 0, gibt es ein Wort z € L mit |z| > n und fiir jede Zerlegung z = uvw mit

wv| < nund |v| > 1 gibt es ein i > 0, sodass uv'w & L
|uv| g

I:l Es gibt eine Zahl n > 0, sodass jedes Wort z € L mit |z| > n, als z = uvwzy geschrieben
werden kann, so dass gilt: i) [vwz| < n, i) [vz| > 1, iii) fiir alle i > 0 : wiwaly € L

Es gibt eine Zahl n > 0, sodass fiir jedes Wort z € £* mit Mindestlinge n (d.h. |z| > n) gilt:
fiir alle 7 > 0 : z ¢ L.

Sei L eine kontextfreie Sprache.

I:l Dann ist der Nerode-Index von L unendlich.
I:l Dann gibt es eine Teilsprache L' C L, sodass L’ regulir ist.

I:l Dann ist L keinesfalls eine reguliire Sprache.
I:l Dann verletzt L die Pumpingeigenschaft fiir reguldre Sprachen.

Seien L und M Sprachen und M € N'P. Aus welcher der folgenden Eigenschaften folgt, dass M NP-
vollstandig ist.

| ] L<, Mund List NP-hart. [ | L <, M und L € N'P.
| | M <, Lund List NP-hart. [ | M <, Lund L € N'P.

Welche der folgenden Sprachen ist von einem anderen Typ als die anderen drei Sprachen?
| ] L(a*b ]| ba*) | ] L(G) wobei G = ({S, B}, {a,b},{S — aS | B,B — Bb| b}, S)
] {aivici|i <100y [ ] L(G") wobei G' = ({S, B}, {a,b},{S — aB,B — Sb | b},5)

Ein minimaler NFA fiir eine Sprache L ist ein NFA, der L erkennt und eine minimale Anzahl an
Zusténden besitzt. Die Anzahl der Zusténde eines minimalen NFA ist immer

I:l grofer als der Nerode-Index. I:l das Doppelte des Nerode-Index.
I:l kleiner oder gleich dem Nerode-Index. I:‘ hat mit dem Nerode-Index nichts zu tun.




Name: 3

Aufgabe 2 (Formalismen fiir Regulire Sprachen): (12 Punkte)

0 enden und nicht mit einer 1 beginnen, wobei das leere Wort nicht in_F' enthalten ist. = = |
Sei F' die formale Sprache iiber dem Alphabet {0, 1}, sodass F' genau die Worte enthélt, die mit einer

a) Geben Sie einen NFA A als Zustandsgraph an, sodass L(A) = F gilt.

b) Geben Sie einen reguldren Ausdruck « an, sodass L(«) = F' gilt.

c) Geben Sie eine reguldre Grammatik G an, sodass L(G) = F gilt.



Name:

Aufgabe 3 (DFA-Minimierung): (12 Punkte)
Der DFA A iiber dem Alphabet 3 = {0, 1} f'st durch den folgfnden Zustandsgraphen gegeben:

a) Berechnen Sie einen Minimalautomaten B mit L(A) = L(B).
Geben Sie den Rechenweg an (Minimierungstabelle).

b) Wie lautet der Nerode-Index von L(A)? Begriinden Sie Ihre Antwort.



Name: 5

Aufgabe 4 (Akzeptanz von endlichen Automaten): (18 Punkte)
SRz b e dataTEinds Bt e dlidBabutomaten (SDFAs) sind DFAs, die das Alphabet {a} verwenden

Definition: SDFA

Ein SDFA ist ein Tupel A = (Z, %, 4, 20, zg), wobei Z die Zustandsmenge, ¥ = {a} das Alphabet,
8 : Z x ¥ — Z die totale Ubergangsfunktion, zy € Z der Startzustand und zp € Z der einzige
Endzustand ist. R R R

Sei ¢ : (Z x ¥*) — Z definiert als §(z, aw) := §(d(2,a),w) und 6(z,¢) := z.

~

Dann ist die vom SDFA A akzeptierte Sprache definiert als L(A) := {w | §(z0, w) = zg}.

Beweisen oder widerlegen Sie die folgenden Aussagen:

a) Es gibt einen SDFA A mit |Z| = 2, sodass a € L(A) und aa € L(A), aber aaa ¢ L(A).
) Esg , :

b) Es gibt einen SDFA B mit |Z| = 2, sodass a € L(B) und aaa ¢ L(B), aber aaaa € L(B).

c) Seien C und D beliebige SDFAs und L(C') und L(D) die akzeptierten Sprachen. Dann kann man
einen SDFA konstruieren, der genau die Sprache L(C) N L(D) akzeptiert.



Name: 6

Aufgabe 5 (CYK-Algorithmus): (15 Punkte)

Sei G = ({S,X,Y, A, B},{a,b}, P, S) mit
P={ S—BX|YA|AA| BB |a|b,
X — SB,
Y = AS,
A —a,
B—b }

a) Entscheiden Sie, ob
aababaa € L(Q)

gilt, indem Sie den Algorithmus von Cocke, Younger und Kasami (CYK-Algorithmus) ausfiihren.
Geben Sie die dabei entstehende Tabelle und die Ausgabe des Algorithmus an und dokumentieren
Sie IThren Rechenweg.

b) Geben Sie an, welche Teilworte von aababaa ebenfalls in L(G) liegen, indem Sie die Tabelle aus
dem vorherigen Aufgabenteil verwenden (und keine neuen Tabellen berechnen). Erldutern Sie
fiir jedes der Worte, warum sie schlieen konnen, dass es in der Sprache L(G) liegt.

Alternativ diirfen Sie diese Aufgabe bearbeiten (z.B. wenn Sie Aufgabenteil (a]) nicht bearbeitet
haben), indem Sie allgemein beschreiben, wie man den CYK-Algorithmus abdndern kann, um
herauszufinden, welche Teilworte fiir ein gegebenes Wort w in der Sprache L(G) liegen.



Name: 7

Aufgabe 6 (Kellerautomat): (15 Punkte)

Bei verschachtelten arithmetischen Ausdriicken kann die Klammerung schnell uniibersichtlich werden.
Aus diesem Grund wollen wir auch eckige Klammern zulassen. Ausdriicke die eckige Klammern enthal-
ten diirfen selbst nur noch mit eckigen Klammern geklammert werden. Der Einfachheit halber lassen
wir nur den bindren Operator 4+ und nur die Zahl 2 zu.

Valide Ausdriicke sind also beispielsweise [2 4+ ((242) +2) + (2+2)] und [[2+ (24 (24 2))] + 2] + 2,
aber nicht (24 [(2+ (24 2))]), da ein Ausdruck mit eckigen Klammern in runden geklammert wurde.

Geklammerte einzelne Zweien wie ((2)) oder [[((2))]] sind erlaubt.

Zeigen Sie, dass die beschriebene Sprache der geklammerten arithmetischen Ausdriicke kontextfrei ist,
indem Sie einen Kellerautomaten angeben, der diese Sprache akzeptiert.

Erlautern Sie die Konstruktion Thres Automaten in wenigen Sétzen: Welche Zustédnde dienen wozu?
Welche Kellersymbole dienen wozu? Warum gibt es welche Zustandsiibergéinge?



Name: 8

Aufgabe 7 (Pumpinglemmata): (18 Punkte)

a) Zur Erinnerung:

Pumpinglemma fiir regulire Sprachen.

Sei L eine regulire Sprache. Dann gibt es eine Zahl n € Ny, sodass jedes Wort z € L, das
Mindestliange n hat (d.h. |z| > n), als z = uvw geschrieben werden kann, so dass gilt:
i) Juv| < n, ii) [v] > 1 und iii) fiir alle i > 0: uv'w € L.

Zeigen Sie, dass die Sprache L = {w € {a,b}* | #4(w) < #p(w)} nicht regulér ist.

Die Aufgabe wird auf dem ndchsten Blatt fortgesetzt.
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Fortsetzung von Aufgabe[7:

b) Zur Erinnerung:

Pumpinglemma fiir kontextfreie Sprachen.

Sei L eine kontextfreie Sprache. Dann gibt es eine Zahl n € Ny, sodass jedes Wort z € L, das
Mindestlénge n hat (d.h. |z] > n), als z = uwvwzy geschrieben werden kann, so dass gilt:
i) lvz| > 1, ii) Jowz| <n und iii) fiir alle i > 0: uwv'waly € L.

Zeigen Sie, dass die Sprache L = {a’b*c* | i € N} nicht kontextfrei ist.



Name: 10

Aufgabe 8 (NP-Vollstindigkeit): (12 Punkte)
Das PARTITION-Problem kann in der gegeben/gefragt-Notation definiert werden durch:

PARTITION
gegeben: Eine Folge von natiirlichen Zahlen S = (sy,...,s,), wobei Vi : s; > 1.
gefragt:  Gibt es eine Menge I von Indizes {i1,...,im} C{1,...,n},sodass > s, = >, s

i€l ie{l,..,n}\I
erfiillt ist (d.h. I partitioniert S in zwei Partitionen deren Summen identisch sind)?

Das PARTITION-Problem ist N'P-vollstéindig. Das Multimaschinen- Aufgaben-Scheduling-Problem ist:

MULTIMASCHINEN-AUFGABEN-SCHEDULING (MMAS)

gegeben: Ein Tupel ((Ma,...,M,),(B1,...,Bn),Z), wobei My,..., M, eine Folge von parallel
arbeitenden gleichartigen Maschinen ist, Aq,..., A, eine Folge von Maschinenaufgaben
ist, sodass B; die benétigte Bearbeitungszeit fiir Aufgabe A; (in Sekunden) ist, und Z
eine Zeitschranke in Sekunden ist. Eine Maschine kann nur eine Aufgabe gleichzeitig be-
arbeiten und Aufgaben kénnen wihrend ihrer Bearbeitung die Maschine nicht wechseln.

gefragt: Gibt es eine Zuordnung M : {1,...,m} — {1,...,n}, die jede Aufgabe Aj zu einer
Maschine M (1) zuweist, welche die Aufgabe Ay, in By, Sekunden bearbeitet, sodass alle
Aufgaben in nicht mehr als Z Sekunden ausgefiihrt werden kénnen?

a) Zeigen Sie, dass die MMAS-Instanz
((Mlu MQ: M3)7 (317 B25 B37 B47 B5)7 Z) == ((Mlu M27 M3)7 (]-57 307 25) 407 50)) 60)

losbar ist, indem Sie die entsprechende Zuordnung M : {1,2,3,4,5} — {1,2,3} angeben und
priifen, dass diese die Zeitschranke von 60 Sekunden einhéilt.

Die Aufgabe wird auf dem ndchsten Blatt fortgesetzt.
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Fortsetzung von Aufgabe [8:

b) Zeigen Sie, dass MMAS NP-vollstéindig ist. Fiihren Sie dafiir unter anderem eine Polynomial-
zeitreduktion von PARTITION auf MMAS durch.
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