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Klausur zur Vorlesung
Formale Sprachen und Komplexitét

Die Bearbeitungszeit betrigt 120 Minuten. Hilfsmittel sind nicht erlaubt, auch der Besitz ausgeschalte-
ter elektronischer Geréte wird als Betrug gewertet. Schreiben Sie Thren vollstdndigen Namen und Thre
Matrikelnummer deutlich lesbar auf dieses Deckblatt, sowie Thren Namen in die Kopfzeile auf jedem
Blatt der Klausurangabe! Geben Sie alle Blétter ab, lassen Sie diese zusammengeheftet! Verwenden
Sie nur dokumentenechte Stifte und weder die Farben rot noch griin.

Kontrollieren Sie, ob Sie alle Aufgabenbléitter erhalten haben. Aufgabenstellungen befinden sich auf
den Seiten 1-11. Sie diirfen die Riickseiten fiir Nebenrechnungen nutzen. Falls Sie die Riickseiten fiir
Antworten nutzen, so markieren Sie klar, was zu welcher Aufgabe gehort und schreiben Sie in der
entsprechenden Aufgabe, wo alle Teile Threr Antwort zu finden sind. Streichen Sie alles durch, was
nicht korrigiert werden soll!

Lesen Sie die Aufgabenstellungen vollstdndig durch, bevor Sie mit der Bearbeitung der Aufgaben
beginnen. Es gibt 8 unterschiedlich gewichtete Aufgaben zu insgesamt 120 Punkten. Mit 60 Punkten
haben Sie sicherlich bestanden. Die Teilaufgaben kénnen unabhéngig voneinander bearbeitet werden.

Mit Threr Unterschrift bestétigen Sie, dass Sie zu Beginn der Klausur in ausreichend guter gesund-
heitlicher Verfassung sind, und diese Klausurpriifung verbindlich annehmen.

Nachname:
Vorname:
Matrikelnummer:
Studiengang:

Die Klausur soll gewertet werden: 0 JA [0 NEIN

Hinweis: Ist keines der beiden Felder angekreuzt, so wird JA angenommen.

Hiermit erklédre ich die Richtigkeit der obigen Angaben:

(Unterschrift)

Die folgende Tabelle NICHT ausfiillen:

Aufgabe 1 2 3 4 5 6 7 8 > Bonus || Note

Punkte 18 8 24 11 20 14 10 15 120

erreicht




Name: 1

Aufgabe 1 (Allgemeines): (18 Punkte)

Pro Frage gibt es genau eine richtige Antwort.

Punkte in dieser Aufgabe werden nach folgender Tabelle vergeben. Eine Antwort, bei der 0 oder
mindestens 2 Késtchen angekreuzt sind, zahlt als falsch.

Richtige Antworten ‘ 0 ‘ 1 ‘ 2 ‘ 3 ‘ 4 ‘ 5‘
ErzieltePunkte‘O‘O‘O‘0‘2‘4‘

DD

Typ 0-Sprachen
I:l sind unter Komplement abgeschlossen
I:l sind unter Schnitt abgeschlossen
I:l haben ein entscheidbares Wortproblem
I:l haben ein entscheidbares Leerheitsproblem

Die Ackermannfunktion ist
I:l nicht LOOP-berechenbar, da sie so schnell wichst
I:l nicht LOOP-berechenbar, da sie nicht p-rekursiv ist
I:l nicht WHILE-berechenbar, da sie so schnell wachst
I:l nicht WHILE-berechenbar, da sie nicht u-rekursiv ist

LOOP-Programme kénnen alle Programme berechnen, die von welchem der folgenden Formalismen
berechnet werden kénnen

| | WHILE | ] coro
I:l p-Rekursion |:| primitive Rekursion

Das Problem, ob eine gegebene Turingmaschine 1" auf der Eingabe w in hoéchstens k& Schritten anhélt,
ist

I:‘ entscheidbar I:‘ semi-entscheidbar, aber nicht entscheidbar

I:‘ nicht LOOP-berechenbar I:‘ in P

Sei f eine totale, WHILE-berechenbare Funktion; welche Aussage trifft dann fiir
fYz) ={y| fly) = x AVz < y.f(2) # x} sicher zu?

I:‘ f~1ist total I:l f~1ist p-rekursiv
I:‘ f~1 ist LOOP-berechenbar I:l f~1 ist nicht LOOP-berechenbar

Die Aufgabe wird auf dem ndchsten Blatt fortgesetzt.



Name: 2

Fortsetzung von Aufgabe [1:

Das Halteproblem von LOOP-Sprachen
I:l ist N'P-vollstéindig
I:l ist entscheidbar
I:l ist semi-entscheidbar, aber nicht entscheidbar
I:l ist unentscheidbar

Fiir welche dieser Sprachklassen wurde in der Vorlesung ein Pumpinglemma vorgestellt?
I:l endliche Sprachen I:l Typ 0-Sprachen
I:‘ Typ 1-Sprachen I:l Typ 2-Sprachen

Der CYK-Algorithmus 16st das Wortproblem fiir

I:l Typ 0-Sprachen |:| Typ 1-Sprachen, aber nicht Typ 0-Sprachen
I:‘ Typ 2-Sprachen, aber nicht Typ 1-Sprachen |:| Typ 3-Sprachen, aber nicht Typ 2-Sprachen

Welcher dieser Sprachen hat den niedrigsten Nerode-Index?
| ] {a' |i,j e No,i+5 <10} [ ] {a'd/ |4, € No,i > j}
I:l {a’bic' | i € Ny} I:l {a | i € Ny, ist Primzahl}

Welcher dieser Formalismen beschreibt eine andere Sprachklasse als die anderen drei Formalismen?
I:l deterministische endliche Automaten
I:l nichtdeterministische endliche Automaten
I:l deterministische Kellerautomaten
I:l regulidre Ausdriicke

Seien L, M Sprachen, so dass sich L in Polynomialzeit auf M reduzieren ldsst. Was folgt daraus fiir L
und M?

I:l L und M sind N'P-vollstindig

I:l Wenn M NP-vollstindig ist, dann ist auch L NP-vollstindig
I:l Wenn L N'P-vollstindig ist, dann ist M ANP-hart

I:l Wenn L in NP liegt, dann liegt auch M in NP

Kontextfreie Sprachen
I:l sind unter Schnitt abgeschlossen
I:l sind unter Komplement abgeschlossen
I:l sind unter Vereinigung abgeschlossen

I:l sind unter keiner dieser Operationen abgeschlossen




Name: 3

Aufgabe 2 (Sprachtypen der Chomsky-Hierarchie): (8 Punkte)
Geben Sie fiir die folgenden Sprachen an, welche Typen der Chomsky-Hierarchie sie haben.

Dabei reicht es aus, jeweils diejenigen Typen anzugeben, mit denen bereits alle Typen eindeutig
bestimmt sind, also beispielsweise: Typ 2 aber nicht Typ 3.

Alle Sprachen sind iiber dem Alphabet ¥ = {a, b} definiert.

a) {a,b,ab}

b) L(((aa*bb*)*b* | abababbb* | bba)* | bba*bba*bb)

c) {a"b"a" | n € No,n > 100}

d) L(G), wobei G = (V, X, P, A), wobei
o V={A B}
o ¥ = {a,b}
e P={A—ab|aBb,B — ba | BB | bAa}



Name: 4

Aufgabe 3 (Endliche Automaten und Akzeptanzstirken): (24 Punkte)

a) Zeigen Sie, dass jeder NFA | der genau einen Zustand hat, und der die Worter aaa und bbb
akzeptiert, auch das Wort abab akzeptiert.

b) Der NFA A iiber dem Alphabet ¥ = {a, b} ist durch den folgenden Zustandsgraph gegeben:

a,b b

Berechnen Sie einen DFA B aus dem NFA A mit der Potenzmengenkonstruktion. Es ist ausrei-
chend die erreichbaren Zusténde von B anzugeben.

Die Aufgabe wird auf dem ndchsten Blatt fortgesetzt.



Name: 5

Fortsetzung von Aufgabe[3;

¢) Der DFA C iiber dem Alphabet ¥ = {a, b} ist durch den folgenden Zustandsgraph gegeben:
b

b

a

b
N

Berechnen Sie einen Minimalautomaten D mit L(C) = L(D).
Geben Sie den Rechenweg an (Minimierungstabelle).

d) Zeigen Sie, dass die Sprachen, die von NFAs (Z,%,4, S, F) mit S = & erkannt werden kénnen,
genau diejenigen Sprachen sind, die von einem NFA mit F = @ erkannt werden kénnen.



Name:

Aufgabe 4 (Der CYK-Algorithmus): (11 Punkte)

a) Bekanntlich benotigt der CYK-Algorithmus eine Grammatik in Chomsky-Normalform.
Definieren Sie die Chomsky-Normalform in eigenen Worten.

b) Sei G = (V,%, P, S) mit

e V={S,ABUT)}
e > ={a,b}
o P={S—SU|AT, U— AT, T—-UB|b, A—a, B—b}

Fiithren Sie den CYK-Algorithmus fiir die Eingabe

aabbab

vollsténdig aus und geben Sie die dabei entstehende Tabelle an.

c) Beschreiben Sie die Sprache L(G) (mit G aus Teilaufgabe b) ) moglichst kompakt.



Name:

Aufgabe 5 (Pumpinglemma): (20 Punkte)

Zur Erinnerung geben wir die beiden Pumpinglemmas an:

Pumpinglemma fiir regulire Sprachen.

Sei L eine reguldre Sprache. Dann gibt es eine Zahl n € Nsg, sodass jedes Wort z € L, das
Mindestlénge n hat (d.h. |z| > n), als z = uvw geschrieben werden kann, so dass gilt:

i) |uv| < n, ii) |v| > 1 und iii) fiir alle 4 > 0: wv'w € L.

Pumpinglemma fiir kontextfreie Sprachen.

Sei L eine kontextfreie Sprache. Dann gibt es eine Zahl n € Ny, sodass jedes Wort z € L, das
Mindestlénge n hat (d.h. |z| > n), als z = uvwzy geschrieben werden kann, so dass gilt:

i)|vz| > 1, ii) [vwz| < n und iii) fiir alle i > 0: wlwaly € L.

a) Zeigen Sie, dass die Sprache M = {a’b"*7a/ | i,7 € Ny} nicht regulir ist.

Die Aufgabe wird auf dem ndchsten Blatt fortgesetzt.



Name: 8

Fortsetzung von Aufgabe [5:

b) Zeigen Sie, dass die Sprache N = {(a'b)? | i,j € No} nicht kontextfrei ist.

c) Fiir einen reguldren Ausdruck o ist s(a) der Shuffle-Operator, der formal durch
s(a) :=A{w | v € L(a)Va € L.#,(v) = #q(w)}.

definiert ist. Informell erlaubt der Shuffle-Operator die Buchstabenreihenfolge der in L(«) lie-
genden Worte beliebig zu &ndern.

Sei S = L(s(a*b)).

e Falls S eine Typ-3-Sprache ist, dann geben Sie einen DFA A an mit L(A4) = S.

e Falls S eine Typ-2-Sprache, aber keine Typ-3-Sprache ist, dann geben Sie einen PDA B
mit L(B) = S an und beweisen Sie, dass S keine Typ-3-Sprache ist.

e Ansonsten beweisen Sie, dass S weder eine Typ-3-Sprache, noch eine Typ-2-Sprache ist.



Name: 9

Aufgabe 6 (Reguldre Ausdriicke und LOOP-Programme): (14 Punkte)

a) Fiir einige Kodierungen ist es wichtig, dass gleiche Zeichen nicht zu oft hintereinander auftauchen.

Es sei darum

L = {w ] 000 ist kein Teilwort von w A 111 ist kein Teilwort von w}

iiber dem Alphabet ¥ = {0, 1}.

e Geben Sie einen reguldren Ausdruck a an, mit L(a) = L.

e Geben Sie einen regulidren Ausdruck 8 an, mit L(3) = L (das Komplement von L).

b) Verwenden Sie in dieser Aufgabe ausschlieflich die folgenden Konstrukte fiir LOOP-Programme:

Ti=xj+c¢

Ty = l‘j —C

T; - —¢C

Py; Py

LOOP z; DO P END

Weitere abkiirzende Konstrukte aus Vorlesung, Ubung oder sonstigen Quellen sind nicht erlaubt!

Schreiben Sie ein LOOP-Programm, welches h berechnet, mit

0 wenn x <y
h(z,y) = 1 wenn z=y
r+1y wenn x>y



Name: 10

Aufgabe 7 (Reduktion): (10 Punkte)

Wir erinnern zunichst an die Definition des Postschen Korrespondenzproblems:

Gegeben sei ein Alphabet ¥ mit |X| > 1 und eine Folge von Wortpaaren K = {(x1,91), ..., (Tk, yx)}
mit z;,y; € XT. Das Postsche Korrespondenzproblem (PCP) ist die Frage, ob es fiir die gegebene
Folge K eine Folge von Indizes i1, ..., i, mit i; € {1,...,k} gibt, sodass x;, - - - xs,, = ¥i, - - - Yi,, gilt.

In der Vorlesung wurde die Unentscheidbarkeit des PCP gezeigt.
Das 123-PCP ist das PCP-Problem {iber dem Alphabet ¥ = {1,2,3}.

Zeigen Sie die Unentscheidbarkeit von 123-PCP, indem Sie PCP auf 123-PCP reduzieren.



Name: 11

Aufgabe 8 (Kellerautomat mit der Maus): (15 Punkte)

Eine Maus wohnt in einem Netzwerk aus verbundenen Kiifigen.

()

Diese sind: ,
Turm-Kiéfig (a), unendlich hoch; (b)

Schlaf-Kéfig (b); @ ¥
Essens-Kifig (c), mit Loch. ( l i Ii y

Schematische Darstellung der
Mausbehausung, Maus im Bett

A I RN e aun v Y

Die Maus kann folgende Aktionen durchfiihren:

e Nach oben gehen, aber nur, wenn sie im Turm-Kiéfig ist.
e Nach unten gehen, aber nur, wenn sie im Turm-Kéfig ist.
e Auf den Boden (0-ter Stock) des Turm-Kifigs springen, aber nur, wenn sie im Turm-Kifig ist.

e Im Uhrzeigersinn den Kifig wechseln
(Schlaf-Kéfig — Essens-Kéfig — 0-ter Stock im Turm-Kifig — Schlaf-Kifig)

Gegen den Uhrzeigersinn den Kéfig wechseln.

Essen und Trinken, aber nur, wenn sie im Essens-Kifig ist.

Fliichten, aber nur, wenn sie sich im Essens-Kéfig befindet
(da hinter dem Essen ein Loch im Kéfig ist).

Geben Sie einen DPDA iiber dem Alphabet {o,u,s,i,g,e, f} an, der alle moglichen Abfolgen von
beobachtbaren Verhaltensweisen der Maus an einem Tag akzeptiert. Dabei bedeutet beobachtbar:

Sie wacht im Schlaf-Kéfig auf und schliaft dort wieder ein, wenn sie nicht gefliichtet ist. Wenn sie
fliichtet, ist danach kein Verhalten mehr beobachtbar, die Flucht ist das letzte beobachtete Verhalten.

Beispiele:

Damit ist beispielsweise folgendes beobachtbar: #ii (nach 3 mal im Uhrzeigersinn gehen, ist sie wieder
im Schlafkifig), ieeef (in den Essenskiifig, dort ein paar mal gegessen und gefliichtet), gooouooosg f
(in den Turmkéfig gewechselt, dort ein paar Stockwerke nach oben, eines nach unten, wieder einige
nach oben, dann nach unten gesprungen, dann in den Essenskifig gewechselt und gefliichtet).

Nicht beobachtbar sind hingegen z.B.: g (die Maus ist am Ende des Tages damit weder in Freiheit,
noch im Schlafkéfig), gooi (die Maus kann nicht von einem oberen Stockwerk aus den Kéfig wechseln).
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