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Ubung 9 zur Vorlesung
Formale Sprachen und Komplexitat

FSK9-1 Turingmaschinen verstehen (2 Punkte)

Die folgende DTMEI T ist als Zustandsgraph gegeben, wobei ¥ = {a,b,c},T = Z U
{#a,#p,#.,0} und O das Blank-Symbol ist.

a:a,L
#bi#b,L
b:b,L
a:a ,R b:b,R #.:.#.,L
#b #b,R #c #C,R C:C,L

#b:#b/R
#.:#.,R

a) Geben Sie Laufe der Turingmaschine (Uberginge von der Startkonfiguration bis
zur Endkonfiguration) fiir die Wérter ¢, abcc und abc an.

b) Welche Sprache akzeptiert die Turingmaschine T? Begriinden Sie Ihre Antwort.

¢) Eine Turingmaschine T mit Alphabet > und Bandalphabet I' berechnet eine (par-
tielle) Funktion f: ¥* — TI'*, wenn fiir alle u € £* und v € I'* gilt: f(u) = v
g.dw. zou =3 ---0O---0z,00- - - mit z, Endzustand. (Beachten Sie: Diese Defini-
tion weicht leicht von der aus der Vorlesung ab, weil die Wertemenge von f nicht
>* ist, sondern I'*.)

Im Zustandsgraph ist nicht fiir jeden Zustand z und jedes Zeichen a ein Ubergang definiert. Wir be-
trachten die Ubergangsfunktion J also als partielle Funktion. Wenn §(z,a) undefiniert ist, hilt die Ma-
schine an und akzeptiert nicht. Das ist angenehmer, als einen Miillzustand einzufiihren, um ¢ total zu
machen.



Welche Funktion berechnet T?

d) Bestimmen Sie asymptotisch, also in O-Notation, die Anzahl der Schritte (abhdngig
von 1), die die Turingmaschine braucht, um das Wort w = a"b"c" zu erkennen.

FSK9-2 Snapshot-Kellerautomaten (2 Punkte)

Ein Snapshot-Kellerautomat (Snapshot-PDA) ist ein Kellerautomat mit einem zusétzlichen
,Einwegkeller” sowie zwei zusédtzlichen Aktionen SPEICHERN und LADEN. Formal ist
ein Snapshot-PDA immer noch ein 6-Tupel (Z, %, T, 6, zo, #), aber

5: (Zx LU {e} x TU{e}) = Po(Z x (I'* U {SPEICHERN, LADEN}))

wobei SPEICHERN und LADEN keine Worter aus I'* sind.

Jedes Mal, wenn die Aktion SPEICHERN ausgefiihrt wird, wird der aktuelle Kellerin-
halt in den Einwegkeller kopiert. Jedes Mal, wenn die Aktion LADEN ausgefiihrt wird,
wird der aktuelle Keller mit dem Inhalt des Einwegkellers tiberschrieben. Der Einweg-
keller wird dabei geleert, also auf # gesetzt.

Eine Konfiguration eines Snapshot-PDA ist ein Quadrupel (z,w, K, T). Dabei ist z der
aktuelle Zustand, w € X* das verbleibende Wort, K € I'* der Inhalt des Kellers und
T € I'* der Inhalt des Einwegkellers.

Die Ubergangsrelation I eines Snapshot-PDA ist definiert durch:

z,aw, AK,T) F (Z/,w, WK, T) falls (z/, W) € é(z,a, A);

z,w,AK,T) F (z/,w,WK, T) falls (z/, W) € 6(z,¢, A);

(
(
(z,w,K,T) F (z,w,K,K) falls (z/, SPEICHERN) € §(z,¢,¢);
(

z,w,K, T) F (z/,w, T,#) falls (z/, LADEN) € (z,¢,¢)

wobeiz,z € Z,AecT; W, K, TeT ;ae Zundw € T*.

Die Ubergangsrelation zeigt, dass die SPEICHERN- und LADEN-Aktionen unabhéngig
von Kellerinhalt und Resteingabe durchgefiihrt werden. Daher notieren wir sie im Zu-
standsgraph als mit SPEICHERN bzw. LADEN beschriftete Pfeile.

Schliefslich ist die akzeptierte Sprache eines Snapshot-PDAs M

L(M) :={w e X" | (zo,w,##) " (z,¢,¢, T) firz€ Z, T €T*}.

Der Automat akzeptiert also mit leerem Keller, wobei der Inhalt des Einwegkellers kei-
ne Rolle spielt.

Betrachten Sie nun den folgenden Snapshot-PDA S iiber dem Alphabet X~ = {a,b, $}.



(#,a): A#
(Aa): AA
(B,a): AB
(#,b): B# (A,a): e
(A,b): BA (A,a): ¢ (B,b): ¢
(B,b): BB (B,b): ¢ (#,€): ¢
(#$): # “_/SPEICHERN\_/ (#,):# “_/ LADEN
(A,%): A
(B,$): B

a) Welche Sprache erkennt S? Begriinden Sie Ihre Antwort.
b) Betrachten Sie den Automaten S, der entsteht, wenn wir S wie folgt dndern.

* Entferne den Zustand z3 und seine Ubergénge.

¢ Fiige einen LADEN—Ubergang von z» nach z4 hinzu.
Erkennt S’ dieselbe Sprache wie S? Begriinden Sie Ihre Antwort.
c) Geben Sie den Zustandsgraphen eines Snapshot-PDA an, der die Sprache L =
{ba**bakca®* | k € N} tiber dem Alphabet {a,b,c} akzeptiert.

Erldutern Sie, wie Ihr Automat funktioniert. Welche Aufgaben tibernehmen die
Zustiande, der Kellerinhalt und der Einwegkeller?

(Nebenbei: Wir wissen durch FSK7-2a, dass L nicht kontextfrei ist. Somit sind
Snapshot-PDAs méchtiger als normale PDAs.)

FSK9-3 Gummibandturingmaschinen (0 Punkte)

Eine Turingmaschine mit flexiblem Band ist eine deterministische Turingmaschine mit
zwei zusétzlichen Bandbewegungsoperationen (also zusétzlich zu L, N, R):

¢ Copy: Kopiert eine Bandzelle, d.h. das Band wird an der Stelle um 1 verldngert,
auf beiden Zellen ist danach das gleiche Symbol und der Kopf ist dann auf der
linken dieser beiden Zellen

¢ Delete: Loscht eine Bandzelle, d.h. das Band wird an der Stelle um 1 verkiirzt, das
Symbol also komplett geloscht; die Turingmaschine ist danach auf der Bandzelle,
die vor dem Loschen rechts von dieser Zelle war



Zeigen Sie: Turingmaschinen mit flexiblen Band akzeptieren genau die gleichen Spra-
chen wie normale Turingmaschinen.

Formal definieren wir Turingmaschinen mit flexiblen Band analog zu den Definitionen
6.2.1 bis 6.2.5 aus dem Skript mit folgenden Anpassungen:

¢ Der Typ der Zustandsiiberfithrungsfunktion J ist nun:

0: (ZxT)— (ZxT x{L,R,N,Copy, Delete})

e Zur Definition der Ubergangsrelation -); werden folgende Falle hinzugefiigt:

by...bmwzay...anbpmby...byZ'ccay...a,, wennd(z,a1) = (2, ¢c,Copy),
m>0n>1,z¢E

by...bpzay...anbpby.. . bypZ ar...ay, wenn §(z,a1) = (Z/, ¢, Delete),
m>0n>2z¢E

bi...bpyza Fypby.. . b2 0, wenn §(z,a1) = (Z/, ¢, Delete),
m>0,z¢E

Sie sollen nun die folgenden Aussagen zeigen:

¢ Fiir jede Turingmaschine (ohne Anpassungen) M existiert eine Turingmaschine
mit flexiblen Band M’, sodass L(M) = L(M’) und

e fiir jede Turingmaschine mit flexiblen Band M’ existiert eine Turingmaschine (oh-
ne Anpassungen) M, sodass L(M') = L(M).
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