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Das Postsche Korrespondenzproblem

Uberblick
» Vorgeschlagen von Emil Post 1946
> Es ist ein einfaches aber unentscheidbares Problem.

» Es wird haufig verwendet, um es auf andere Probleme zu reduzieren und deren
Unentscheidbarkeit zu zeigen.

» Es hat nichts mit Turingmaschinen und deren Akzeptanzverhalten zu tun
(im Gegensatz zu den verschiedenen Varianten vom Halteproblem).
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Definition des Postschen Korrespondenzproblems

Gegeben sei ein Alphabet > und eine Folge von Wortpaaren

K= ((x1,y1), ... (X, %))

mit x;, y; € X . Das Postsche Korrespondenzproblem (PCP) ist die Frage, ob es
fir die gegebene Folge K eine Folge von Indizes i1, ..., im mit ij € {1,..., k} gibt,
sodass

Xip = Xig = Yir Vi
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PCP ist wie ein Domino-Spiel

Yk

Gesucht: Aneinandereihung der Spielsteine, sodass oben wie unten dasselbe Wort
abgelesen werden kann. Dabei diirfen beliebig (aber endlich) viele Spielsteine
verwendet werden.

Spielsteinarten: ([Xl] R [Xk])
Y1
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PCP ist wie ein Domino-Spiel

Spielsteinarten: ( [Xl ] ..... [Xk ] )
Y1

Gesucht: Aneinandereihung der Spielsteine, sodass oben wie unten dasselbe Wort
abgelesen werden kann. Dabei diirfen beliebig (aber endlich) viele Spielsteine
verwendet werden.

Beispiel:

e (] L)

I =1(1,2,3,2) ist eine Losung, da
a baa ab baa| = abaaabbaa
aba aa bb aa | = abaaabbaa
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PCP: Beispiel

Inst K — ab ba ba bba
NStz B =1\ "1ppa| | baal| |abal|'| b
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PCP: Beispiel

Inst K — ab ba ba bba
NStz B =1\ "1ppa| | baal| |abal|'| b

Die kiirzeste Losung bendtigt 66 Paare:

(2,1,3,1,1,2,4,2,1,3,1,3,1, 1, 3,
4,2,4,4,4,3,1,3,1,4,2,4,1,1,2,
4, 3).

1
4,
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Unentscheidbarkeit von PCP

Beweis in 2 Schritten:
1. MPCP < PCP

MPCP ist das Modifzierte Postsche Korrespondenzproblem:

Nur Losungen zulassig, die mit dem ersten Spielstein Dl] beginnen
1
2. H< MPCP

Damit folgt aus der Unentscheidbarkeit von H die Unentscheidbarkeit von MPCP und
damit die Unentscheidbarkeit von PCP.
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Modifziertes PCP

Gegeben sei ein Alphabet > und eine Folge von Wortpaaren

K= (1) ..., (Xk. YK))

mit x;, y; € X . Das Modifizierte Postsche Korrespondenzproblem (MPCP) ist
die Frage, ob es fiir die gegebene Folge K eine Folge von Indizes i1 =1, b, ..., Im Mit
ed{l,..., k} gibt, sodass

Xip = Xig = Yir Vi
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MPCP < PCP

MPCP < PCP.




MPCP < PCP

MPCP < PCP.
Beweis: Gesucht: Berechenbares f mit: K MPCP-l6sbar g.d.w. f(K) PCP-losbar.
Firw=a;---a, € X7 sei

W = Har#acH - #Han W = ar#tactt - H#an#t W = #ar#acH - #an
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MPCP < PCP

MPCP < PCP.
Beweis: Gesucht: Berechenbares f mit: K MPCP-l6sbar g.d.w. f(K) PCP-losbar.
Firw=a;---a, € X7 sei

W = Har#acH - #Han W = ar#tactt - H#an#t W = #ar#acH - #an

(D - GG B ()

(x1y1) (4.5) (Kheg1 Vi 1) Khey2 Vi)
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MPCP < PCP

MPCP < PCP.
Beweis: Gesucht: Berechenbares f mit: K MPCP-l6sbar g.d.w. f(K) PCP-losbar.

Firw=a;---a, € X7 sei

W = Har#acH - #Han W = ar#tactt - H#an#t W = #ar#acH - #an

. X1 Xk )_<1 )21 )ek $
Seif( | 7],..., = I [P R IR N
| ([yl] [VkD ([yl] [yl] [yk] [#$] )
—— —— ~——  ~——
(qx) (5.9) (K1 Vi 1) Kk Yy 2)

el,ir, ..., im Losung fir K = 1, b+1,..., im+1, k+2 Losung fir f(K).
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MPCP < PCP

MPCP < PCP.
Beweis: Gesucht: Berechenbares f mit: K MPCP-l6sbar g.d.w. f(K) PCP-losbar.

Firw=a;---a, € X7 sei

W = Har#acH - #Han W = ar#tactt - H#an#t W = #ar#acH - #an

. X1 Xk )_<1 )21 )ek $
Seif( | 7],..., = I [P R IR N
| ([yl] [VkD ([yl] [yl] [yk] [#$] )
—— —— ~——  ~——
(qx) (5.9) (K1 Vi 1) Kk Yy 2)

el,ir, ..., im Losung fir K = 1, b+1,..., im+1, k+2 Losung fir f(K).

@i, ..., im Losung fur f(K) = i1, h—1,..., ig—1 — 1 Losung fiir K, wo £ < m.
R . X; $ X; Xi . L
Fiir Lésungen muss gelten: iy =1, | 7% | = und |7V | = \J(’)} fiir 2 < <ip_q. ]
gemmus goten: =1, [ 1] = | g [ w [ 3] = [0 | wr2 < <
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MPCP: Beispiel

sec= () [22]- [2])

I =(1,2,3,2) ist eine Lésung:

o] 1]
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MPCP: Beispiel

sec= () [22]- [2])

I =(1,2,3,2) ist eine Lésung:
a baa| | ab
aba aa bb

(B AR,
Hattb#a | | #a#tb#Ha | | Ha#a

TCS | 34 Das Postsche Korrespondenzproblem | SoSe 2023 9/27

baa
aa

I

|

a#Eb#
#b#b

il

$

#$

)



MPCP: Beispiel

sec= () [22]- [2])

I =(1,2,3,2) ist eine Lésung:

Lza] [baaaa] [Zz] [baaaa
(0 = (| Wit Lot | ||

J=(1,3,4,3,5) ist eine Losung:

#Ha# b#a#ta#t | | a#tb#
#a#tb#a #a#ta #b#b
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H < MPCP

H < MPCP.




H < MPCP

H < MPCP.
Beweis:
» m#w mit Turingmaschinenbeschreibung m und Eingabe w
> Erstelle MPCP-Instanz K = f(m#w), die genau dann Iosbar ist, wenn TM M,
auf Eingabe w anhalt.
» Sei My, =(Z,%,1,0,2,0,E).
» Alphabet fiir das MPCP: I'U Z U {#}.
> Idee: Losung des MPCP simuliert Ubergangsfolge der TM.
. . .. . X1 . #
» Erstes Wortpaar (mit dem jede Losung anfangen muss): [ W ] = [ 20w ]
> Weitere Paare lassen sich in Gruppen von Regeln aufteilen:

Kopierregeln, Ubergangsregeln, Loschregeln, Abschlussregeln.
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H < MPCP: Kopierregeln

> [z} fur alle a € T U {#}
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H < MPCP: Ubergangsregeln

[ zZa . /
> e ] falls 0(z, a) = (', ¢, N)
[ za _ (!
> o ] falls 6(z,a) = (7, ¢, R)
[ bza _ / i
> | Z'be } falls 0(z,a) = (Z/,c, L) firalle be T
> _ ##;fmac falls 6(z,a) = (Z/,c, L)
[ ZF# R
> | Ze# ] falls 6(z,0) = (Z/, ¢, N)
> | z# falls §(z,0) = (Z/, ¢, R)
| cZ'# ' Y
[ bz# L .
> | Sbes } falls 0(z,0) = (Z/,c, L) furalle be
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H < MPCP: Loschregeln

Ze

> [aZe]fUraneaer,zeeE

Zea | ..
>[Ze ]furalleael’,zeEE
e
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H < MPCP: Abschlussregeln

> |: ZeHH

4 ] fir alle ze € E
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H < MPCP: Korrespondenz

Wenn TM akzeptierenden Lauf hat, dann gibt es Folge
KoFKib---F Ky

wobei Ko = zgw und K, = uzev fiir ein z, € E.
Dann hat das MPCP eine Losung, die oben und unten das Wort

HFRoFKLH - FHKaH K1 # - # K #H#

erzeugt, wobei K, = z. und jedes K; mit n+ 1 </ < m jeweils aus K;_; entsteht
durch Ldschen eines der benachbarten Zeichen von ze in u'zev' entsteht.
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H < MPCP: Korrespondenz (2)

Obere Folge hinkt der unteren um eine Konfiguration hinterher
oben: #K1#Ko# - #Ki#
unten: #K1# Ko - #Ki#HKip1#
Verlangerung:
> Kopierregeln anwenden bis in die Nahe des Zustands
» Dann Ubergangsregeln anwenden
> Kopierregeln anwenden zum Vervollstandigen
Ab K:
P | oschregeln anwenden, um die Symbole auf dem Band zu loschen.

> Wenn in unterer Folge z.# steht, dann Abschlussregel anwenden.
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H < MPCP: Beispiel

zoabct dzibct deznc b defzz0 F def z.O
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H < MPCP: Beispiel

zoabct dzibct deznc b defzz0 F def z.O

e B R
961

z.U
Ze
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Umgekehrte Richtung

Umgekehrt erzeugt jede Losung fiir das MPCP (welches ja mit dem ersten Spielstein
beginnen muss) eine akzeptierende Konfigurationsfolge, die bezeugt, dass die
Turingmaschine bei Eingabe w halt.

SchlieBlich priife, dass f berechenbar ist.

Daher folgt: m#w € H <= MPCP f(m#w) lsbar. O
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Unentscheidbarkeit PCP und MPCP

Das Postsche Korrespondenzproblem (sowie das modifizierte Postsche
Korrespondenzproblem) ist unentscheidbar.
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Unentscheidbarkeit PCP und MPCP

Das Postsche Korrespondenzproblem (sowie das modifizierte Postsche
Korrespondenzproblem) ist unentscheidbar.

Beweis: Da H unentscheidbar ist und H < MPCP < PCP gilt, folgt, dass MPCP und
PCP unentscheidbar sind. []
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01-PCP

Das Postsche Korrespondenzproblem iiber dem Alphabet & mit || =2 (01-PCP) ist
unentscheidbar.
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01-PCP

Das Postsche Korrespondenzproblem iiber dem Alphabet  mit |X| = 2 (01-PCP) ist
unentscheidbar.

Beweis:

» Reduziere PCP auf 01-PCP.
> Sei K=(x1,y1),..., (xx, yx) eine Instanz des PCP (iber dem Alphabet

» Sei X ={0,1}.
> Sei f(a;) = 10/, f(e) = ¢, f(ajw) = f(a;)f(w) und
f(K)=(f(x1). f)). -, (F (), 1 (vk))-

» Dann ist f(K) eine Instanz des 01-PCPs und gilt: i1, ..., in ist eine Losung fiir K
gdw. i, ..., in ist eine Losung fiir f(K).
» f ist Turingberechenbar und daher folgt PCP < 01-PCP. L]
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01-PCP: Beispiel

sa = (|7 [ [32])
apai azdzai azap

I =(2,1,3,1) ist eine Lésung:

das dpdiadl
dzdpdai didi
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01-PCP: Beispiel

sa = (|7 [ [32])
apai azdzai azap

I =(2,1,3,1) ist eine Lésung:

as dodidi aias
dsdoadl didil dpdn

FK) = 1001010 1000 10100
a 1010 || 100010010 | " | 100100

TCS | 34 Das Postsche Korrespondenzproblem | SoSe 2023 21/27

)

dpdial
daidi

|



01-PCP: Beispiel

. araia a
Sei K — bdi1dl , 3
apai azdzai

I =(2,1,3,1) ist eine Lésung:

| [22))
] (2|

as
dzdpdil

00

FK) = 1001010 10 10100
a 1010 || 100010010 | " | 100100

I =(2,1,3,1) ist eine Lésung:

1000
100010010

I

1001010
1010

10100
100100
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PCP mit unarem Alphabet

Das PCP fiir unare Alphabete ist entscheidbar.
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PCP mit unarem Alphabet

Das PCP fiir unare Alphabete ist entscheidbar.

Beweis:

n
> Alle Spielsteine von der Form [ jm }
» Wenn fiir alle (x;, y;): |xi| < |yi|, dann gibt es keine Losung.
Wenn fiir alle (x;, yi): |xi| > |yi|, dann gibt es keine Losung.

> Wenn (x;, y;) = (8", a"™") und (x;, yj) = (a™*%,a™) mit s, r > 0, dann ist das
PCP immer losbar:
Die Losungist /,...,1,J,...,J, denn:
—— ——

v

s-mal r-mal
oben asntr(m+s) ynd unten a5 (ntn+rm.

Daher oben wie unten sn+ rm+ rs viele a's. O]
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PCP mit unarem Alphabet: Beispiel

s = ([ o] [27))

I =1(1,1,2,2,2) ist eine Losung:

i) [oma) [
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Anzahl k der Spielsteinarten beschranken

PCP mit k vielen verschiedenen Spielsteinarten:
> k =1 oder k = 2: als entscheidbar gezeigt 1982
> k > 5: als unentscheidbar gezeigt 2015
> k = 3,4: unbekannt

TCS | 34 Das Postsche Korrespondenzproblem | SoSe 2023 24/27



PCP semi-entscheidbar

PCP ist semi-entscheidbar:
» Probiere alle Folgen von i Spielsteinen aus.
P> |asse i wachsen.

Findet Losung, wenn eine existiert, in endlich vielen Schritten, aber terminiert nicht,
wenn keine Losung existiert.
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Universelle Turingmaschine

Da H < PCP folgt auch, dass H semi-entscheidbar ist.
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Universelle Turingmaschine

Da H < PCP folgt auch, dass H semi-entscheidbar ist.

D.h. es gibt eine Turingmaschine, die sich bei Eingabe w#x so verhalt wie M,, auf
Eingabe x was das Halten betrifft.
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Universelle Turingmaschine

Da H < PCP folgt auch, dass H semi-entscheidbar ist.

D.h. es gibt eine Turingmaschine, die sich bei Eingabe w#x so verhalt wie M,, auf
Eingabe x was das Halten betrifft.

Ferner: Es gibt eine Turingmaschine U, die sich bei Eingabe w#x so verhalt wie M,,
auf Eingabe x.
Die TM U nennt man eine universelle Turingmaschine:

» verhalt sich wie ein Interpreter fiir Turingmaschinen

» wird durch die Eingabe w programmiert und x ist dann die eigentliche Eingabe
flir das Programm.
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Zusammenfassung

» Entscheidbarkeit, Semi-Entscheidbarkeit
» Das Halteproblem ist unentscheidbar

» Reduktion L1 < L, als Werkzeug zum Nachweis der
Unentscheidbarkeit/(Semi-)Entscheidbarkeit

» PCP als , einfaches" unentscheidbares Problem
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