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Leerheitsproblem

Das Leerheitsproblem fiir kontextfreie Grammatiken ist entscheidbar.
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Leerheitsproblem

Das Leerheitsproblem fiir kontextfreie Grammatiken ist entscheidbar.

Beweis:
> Sei L als CFG gegeben.
» Priife zunachst, ob € € L.
» Wenn ja, dann ist L nicht leer.
» Sei G =(V,%,P,S) eine CFG in Chomsky-NF mit L(G) = L.
» Der folgende Algorithmus markiert alle A€V mit {w € =* | A=¢ w} # 0.
> Priife, ob S markiert wird.
» \Wenn ja, dann ist L nicht leer.
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Algorithmus 9: Markierung der Variablen, die nichtleere Sprachen
erzeugen

Eingabe: Grammatik G = (V, L, P, S) in Chomsky-Normalform
Ausgabe: Menge W C V aller Variablen, die nicht die leere Sprache erzeugen
Beginn
W ={AecV|A—acPacl}
wiederhole
Woae := W,
W =W, U{A|A—= BCe P BecW,, Ce Wi}
bis W = W
L return W
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Beispiel

SeiG=({S, A B,C}{ab},{S—-AB,C—-CC|a|b A—CC| BB, B—CB})
Ausfiihrung von Algorithmus 9:

>» W ={AcV|A—acP}={C}
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Beispiel

SeiG=({S, A B,C}{ab},{S—-AB,C—-CC|a|b A—CC| BB, B—CB})
Ausfiihrung von Algorithmus 9:

>» W ={AcV|A—acP}={C}
» 1. Durchlauf der wiederhole-Schleife:

> W =W = {C}
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Beispiel

SeiG=({S, A B,C}{ab},{S—-AB,C—-CC|a|b A—CC| BB, B—CB})
Ausfiihrung von Algorithmus 9:

>» W ={AcV|A—acP}={C}
» 1. Durchlauf der wiederhole-Schleife:
> W =W ={C}
> W =W, U{A|A—=BCeP B CeW,}={CU{A C}={A C}
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Beispiel

SeiG=({S, A B,C}{ab},{S—-AB,C—-CC|a|b A—CC| BB, B—CB})
Ausfiihrung von Algorithmus 9:

>» W ={AcV|A—acP}={C}
» 1. Durchlauf der wiederhole-Schleife:

> W =W = {C}

> W =W, U{A|A— BCeP B CeWyl={CLU{A C}={AC}
> W#Walt
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Beispiel

SeiG=({S, A B,C}{ab},{S—-AB,C—-CC|a|b A—CC| BB, B—CB})
Ausfiihrung von Algorithmus 9:

>» W ={AcV|A—acP}={C}
» 1. Durchlauf der wiederhole-Schleife:

> W =W ={C}
> W =W, U{A|A—=BCeP B CeW,}={CU{A C}={A C}
> W 7& Walt
» 2. Durchlauf der wiederhole-Schleife:
> Walt Z:W:{A, C}
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Beispiel

SeiG=({S, A B,C}{ab},{S—-AB,C—-CC|a|b A—CC| BB, B—CB})
Ausfiihrung von Algorithmus 9:

>» W ={AcV|A—acP}={C}
» 1. Durchlauf der wiederhole-Schleife:
> W =W ={C}
> W =W, U{A|A—=BCeP B CeW,}={CU{A C}={A C}

> W 7& Walt
» 2. Durchlauf der wiederhole-Schleife:

> Woe =W = {A, C}
> W =W U{A| ASBC e P,B,C € W} = {A CYU{A C} = {A C}
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Beispiel

SeiG=({S, A B,C}{ab},{S—-AB,C—-CC|a|b A—CC| BB, B—CB})
Ausfiihrung von Algorithmus 9:

>» W ={AcV|A—acP}={C}
» 1. Durchlauf der wiederhole-Schleife:
> W =W ={C}
W =W, U{A|A—=BCeP B CecW,}={CtU{A C}={A C}
w 7& Walt
Durchlauf der wiederhole-Schleife:
Wae :=W = {A, C}
W =W, U{A|A=BC e P,B,C e W} ={A C}U{A C} ={A C}
W = W

vvVvVydbdVY Yy
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Beispiel

SeiG=({S, A B,C}{ab},{S—-AB,C—-CC|a|b A—CC| BB, B—CB})
Ausfiihrung von Algorithmus 9:

>» W ={AcV|A—acP}={C}
» 1. Durchlauf der wiederhole-Schleife:
> W =W ={C}
> W =W, U{A|A—=BCeP B CeW,}={CU{A C}={A C}
> W 7& Walt
» 2. Durchlauf der wiederhole-Schleife:
> Wop =W ={A C}
> W =W, U{A|A=BCe P, B,CeW,} ={A CIU{A C} ={A C}

> W= Wa/t
» return W = {A, C}
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Beispiel

SeiG=({S, A B,C}{ab},{S—-AB,C—-CC|a|b A—CC| BB, B—CB})
Ausfiihrung von Algorithmus 9:

>» W ={AcV|A—acP}={C}

» 1. Durchlauf der wiederhole-Schleife:
> W =W ={C}
> W =W, U{A|A—=BCeP B CeW,}={CU{A C}={A C}
> W 7& Walt

» 2. Durchlauf der wiederhole-Schleife:
> Walt =W = {A, C}
> W =W, U{A|A=BCe P, B,CeW,} ={A CIU{A C} ={A C}
> W= Wa/t

» return W = {A, C}

Da S € W folgt, dass G die leere Sprache erzeugt.
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Endlichkeitsproblem

Das Endlichkeitsproblem fiir kontextfreie Sprachen ist entscheidbar.
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Endlichkeitsproblem

Das Endlichkeitsproblem fiir kontextfreie Sprachen ist entscheidbar.

Beweis: Sei G = (V, ¥, P, S) eine CFG in Chomsky-NF. Sei n die Zahl aus dem
Pumping-Lemma fiir CFLs (n = 2VI: siehe Beweis des Pumping-Lemmas fiir CFLs).

Wir zeigen zunachst:
Es gilt [L(G)| = o0 g.d.w. es ein Wort z € L(G) mit n < |z| < 2n gibt.

L=
» Seiz € L(G) mit |z| > n.
» Pumping-Lemma zeigt: uv/wx'y € L(G) fiir alle i € N.
» Also |L(G)| = oc.
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Endlichkeitsproblem (2)

Wir zeigen zunachst:
Es gilt [L(G)| = o0 g.d.w. es ein Wort z € L(G) mit n < |z| < 2n gibt.

w= .
» Beweis durch Widerspruch

» Annahme:
Es gibt kein Wort z € L(G) fiir n < |z| < 2n, aber trotzdem gilt |L(G)| = co.

» Sei z das kiirzeste Wort € L(G) mit |z| > n. Fiir dieses Wort gilt |z| > 2n.

» Pumping-Lemma: Es gibt u, v, w, x, y gibt mit z = uvwxy, |vx| > 0 und
|[vwx| < n, sodass insbesondere uvOwx%y € L(G) gilt.

» Da |uv®wxCy| = |uwy| < |[uvwxy| und |uwy| > n gilt, war z nicht minimal
gewahlt. Widerspruch.
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Endlichkeitsproblem (3)

Entscheide Endlichkeitsproblem:

> Teste fiir alle Worter w € * der Lange n < |w| < 2n,
ob w € L(G) gilt (mit CYK-Algorithmus).
» Wenn w € L(G) fiir eins der Worter gilt, dann |L(G)| = oo.
» Sonst |L(G)| < oo. O
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Welteres Entscheidbarkeitsproblem

Das Problem, ob eine deterministisch kontextfreie Sprache aquivalent zu einer
reguldren Sprache ist, ist entscheidbar.

» Sei L1 durch einen DPDA und L» durch einen DFA gegeben.

> Um zu zeigen, dass L1 = Lo, reicht es zu zeigen, dass L1 C L, und L, C L;.
» Dies entspricht L; N L, =0 und L1N Ly =0,

P Beides ist entscheidbar, da

» DPDAs und DFAs abgeschlossen unter Komplementbildung sind,
» die Schnittbildung zwischen DPDA und DFA durch DPDA konstruierbar ist und
» das Leerheitsproblem fiir CFLs entscheidbar ist.
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Kontextsensitive Sprachen

Wiederholung: Kontextsensitive Grammatik (V, ¥, P, S) erfordert
furalle £ —re P: |4 <|r|.

Ziel: Beweis des Satz von Kuroda (nachste Stunde):
Kontextsensitive Sprachen werden genau von den LBAs erkannt.

Wie bei CFGs, gibt es auch Normalformen fiir kontextsensitive Sprachen:
die Kuroda-Normalform.
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Kuroda-Normalform fiir Typ 1-Sprachen

(benannt nach dem Linguisten Sige-Yuki Kuroda)

Eine Typ 1-Grammatik G = (V, X, P, S) ist in Kuroda-Normalform, falls alle
Produktionen in P einer der folgenden vier Formen entsprechen:

A— a A— B A— BC AB — CD

wobeiae > und A, B,C,D e V.

Bemerkung: Die Kuroda-Normalform erweitert kontextfreie Grammatiken
um Regeln von der Form AB — CD.
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Herstellen der Kuroda-Normalform

Sei L eine kontextsensitive Sprache mit € & L.
Dann gibt es eine Grammatik in Kuroda-Normalform, die L erzeugt.
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Herstellen der Kuroda-Normalform

Sei L eine kontextsensitive Sprache mit € & L.
Dann gibt es eine Grammatik in Kuroda-Normalform, die L erzeugt.

Beweis: Algorithmus 10 (nachste Folie) bewerkstelligt dies.
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Algorithmus 10: Herstellung der Kuroda-Normalform

Eingabe: Eine Typ 1-Grammatik G = (V. X, P, S) mit € & L(G)

Ausgabe: Eine Typ 1-Grammatik in Kuroda-Normalfarm die [ (G) erzenat
Beginn Entfernt alle a € ¥ aus den Regeln bis auf neue A — a-Regeln
fiir alle a € X tue
/* Fiihre neue Variable A, fiir a ein, und ersetze Vorkommen von a durch das Nichtterminal */
L G = (VU{AL}. I, {{[As/a] — r[As/al | £ = re PYU{A, »alaex},S);
/* Nun sind alle Regeln von der Form A — a oder Ay -+ Ayn — By--- By mit A, B € V. */
fir alle A— By---B, € P mitn>2 /* Ersetze A — By -+ B, durch neue Regeln */ tue
Seien Cq, ..., Cp_2 neue Variablen;

Vi=VU{C,..., Cpo}:
Pi=(P\{A = Bi-+Ba})
L U{A = BiCi}U{C = BiaCipa | i=1,..., n—3yU{Cr2— By-1Bn};
firalle Ay -+ Ay — B1--- By € P mit (m>2odern>2)undn>m-+2 /*Ersetze Ay Apn — By B, durch neue Regeln */ tue
Seien Do, ..., Dp—1 neue Variablen;
V :=VU{D,,..., Dp-1};
P i=(P\{A1- Ay — Br-+ Bp}) U{A1A2 = B1D2} U{DjAi11 = BiDiy1 | i=2,..., m—1}
U{D; = BiDjs1 | i=m,....n—=2}U{Dy_1 = Byp_1Bn}

firalle Ay--- A, —> B1--Bpr1 € Pmitn>2 /¥ Ersetze A1+ Ay — Bi -+ Byi1 durch neue Regeln */ tue
Seien Dy, ..., D,, neue Variablen;
V i=VU{Ds,,..., Dp-1};
| P=(P\{A1+- Ay = By Ba}) U{A1Ay = BiDa} U{DjAis1 = BiDjyy | i=2,..., n—1}YU{D, = BpBni1}
firalle Ay---A, > B1---B,e Pmitn>2 /* Ersetze A1 -+ A, — By -+ B, durch neue Regeln */ tue
Seien Dy, ..., Dy,—1 neue Variablen;
Vi=VU{Ds,,..., Dp-1};
| P:=(P\{A1- Ay = Bi--Bp}) U{A1As = BiDo} U{DjAis1 = BiDig1 | i=2,....n =2} U{Dy_1A, — Bn-1Bn}

Gib die so entstandene Grammatik aus;
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Algorithmus 10: Herstellung der Kuroda-Normalform

Eingabe: Eine Typ 1-Grammatik G = (V. X, P, S) mit € & L(G)

Ausgabe: Eine Typ 1-Grammatik in Kuroda-Normalfarm die [ (G) erzenat
Beginn Entfernt alle a € & aus den Regeln bis auf neue A — a-Regeln
fiir alle a € ¥ tue
L /* Fiihre neue Variable A, fiir a ein, und ersetze Vorkommen von a durch das Nichtterminal */
G 1= (VuiAa}. T {llA/a] = rlAa/al | £ = r € PYY “Zerhacken” von rechten Seiten wie bei Chomsky-
/* Nun sind alle Regeln von der Form A — a oder Ay -+ An NF */
fir alle A— By---B, € P mitn>2 ue

Seien Cq, ..., Cp_2 neue Variablen;
Vi=VU{C,..., Cpo}:
Pi=(P\{A = Bi-+Ba})
L U{A = BiCi}U{C = BiaCipa | i=1,..., n—3yU{Cr2— By-1Bn};
firalle Ay -+ Ay — B1--- By € P mit (m>2odern>2)undn>m-+2 /*Ersetze Ay Apn — By B, durch neue Regeln */ tue
Seien Do, ..., Dp—1 neue Variablen;
V :=VU{D,,..., Dp-1};
P i=(P\{A1--- Ay = B1---Bp}) U{A1As = BiDo} U{DjAjy1 — BiDjy1 | i =2,..., m—1}
U{D; = BiDiy1 | i=m,..., n—2}U{Dp-1 — B,_1Bn}

firalle Ay--- A, —> B1--Bpr1 € Pmitn>2 /¥ Ersetze A1+ Ay — Bi -+ Byi1 durch neue Regeln */ tue
Seien Dy, ..., D,, neue Variablen;
V i=VU{Ds,,..., Dp-1};
| P=(P\{A1+- Ay = By Ba}) U{A1Ay = BiDa} U{DjAis1 = BiDjyy | i=2,..., n—1}YU{D, = BpBni1}
firalle Ay---A, > B1---B,e Pmitn>2 /* Ersetze A1 -+ A, — By -+ B, durch neue Regeln */ tue
Seien Dy, ..., Dy,—1 neue Variablen;
Vi=VU{Ds,,..., Dp-1};
| P=(P\{A1-+- Ay = By Ba}) U{A1Ay = B1Do} U{DjAis1 = BiDjyy | i=2,..., n—2YU{Dy 1A, = Bp 1B}

Gib die so entstandene Grammatik aus;
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Algorithmus 10: Herstellung der Kuroda-Normalform

Eingabe: Eine Typ 1-Grammatik G = (V. X, P, S) mit € & L(G)

Ausgabe: Eine Typ 1-Grammatik in Kuroda-Normalfarm die [ (G) erzenat
Beginn Entfernt alle a € X aus den Regeln bis auf neue A — a-Regeln
fiir alle a € ¥ tue
L /* Fiihre neue Variable A, fiir a ein, und ersetze Vorkommen von a durch das Nichtterminal */
G = (VAL - {lAs/a] = rlAs/a | £ =+ 1 € PYY “Zerhacken” von rechten Seiten wie bei Chomsky-
/* Nun sind alle Regeln von der Form A — a oder A; - -+ Ap NF */
fir alle A— By---B, € P mitn>2 e
Seien Cy, ..., Cp—2 neue Variablen; Effekt:
Vi=VU{C,..., Cpo}: . .
P=(P\{A— By---B,}) Ab/l:ltunavorher.
| U{A = B1C1}U{C = Bix1Cipa | i=1,..., n—3YU{Cr2— Bp_1Bn}; XA AmY
fiir alle A;--- Ay — By~ B, € P mit (m>2odern>2)undn>m+2 /*Ersetze :>)_(Bl"'Bny e
Seien Dy, ..., Dp—1 neue Variablen; Ableitung nachher:
V :=VU{D,,..., Dp-1}; XA1As - Amy

P:=(P\{A1+-An— B1---Bn}) U{A1A; = B1D3
U{D; = BiDiy1 | i=m,..., n—2}U{Dp-1 — B,_1Bn}

= xB1DsA3 - -Amy
= XBlBQD3A4 oo -Amy

firalle Ay--- A, —> B1--Bpr1 € Pmitn>2 /* Ersetze A e
Seien Dy, ..., D,, neue Variablen;
V:=VUu{D,,..., Dp-1}; = xB1- - Bn2Dm-1Amy
L P :=(P\{A1-- Ay = Bi-+ By}) U{A1A> = BiD2} U{DjAis1 = BiDix1 | i=2,| = xBy--- Bm_ley
fiir alle A;---A, = By-+-B, € P mit n > 2 /*Ersetze | => XB1 -+ Bpm—1BmDm+1y he
Seien Dy, ..., Dp—1 neue Variablen; = ...

V =VU{Ds, ... Dy1);
| P=(P\{A1---Ay = B1--Bp}) U{A1A> = BiD2} U{DiAi11 — BiDjt1 | i =2,

= xB1--Bp2Dp-1y
= xB1---By2Bn-1Bny

| Gib die so entstandene Grammatik aus;
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Beispiel (1)

Sei G =({S, A B}, {a,b},P,S) mt P={S - AS | BS | a,
ABAA — AAAB,
ABAB — AABB,
BAA — AAB,
BAB — ABB,
BBA — ABB,
AA — aa,
BB — bb}
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Beispiel (2)

Schritt 1: a, b durch neue Nichtterminale sharen ergibt:
V ={S A B, A, A}
P={S— AS | BS | A.,
ABAA — AAAB,
ABAB — AABB,
BAA — AAB,
BAB — ABB,
BBA — ABB,
AA — AJA,,
BB — ApAp.
A; — a,
Ap — b}
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Beispiel (3)

Regeln A — By, ..., Bp, mit m > 2 gibt es nicht.

Regeln A1...An — B1, ..., B, mit n > 2 werden ersetzt:

> ABAA — AAAB wird ersetzt durch AB — AD>, D>A — AD3, D3sA — AB
ABAB — AABB wird ersetzt durch AB — AD4, D4A — ADs, DsB — BB
BAA — AAB wird ersetzt durch BA — ADg, DgA — AB
BAB — ABB wird ersetzt durch BA — AD7, D;B — BB
BBA — ABB wird ersetzt durch BB — ADg, DgA — BB

>
>
>
>
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Beispiel (4)

Grammatik in Kuroda-Normalform G = (V, {a, b}, P, S) mit

V ={S, A B, A, Ap D1, D», D3, D4, Ds, Dg, D7, Ds}
P=1{S—AS|BS| A,

AA — A A, BB — ApA,.

Aa — a,Ab — b,

AB — AD,, DA — ADs

D3A — AB, AB — ADy,

D4A — AD5, D5B — BB,

BA — AD@, D6A — AB,

BA — AD7,D;B — BB,

BB — ADg, DgA — BB}

TCS | 24 Entscheidbarkeit CFLs, Kuroda-Normalform CSLs | SoSe 2023 16/16 Kuroda-Normalform



	Entscheidbarkeiten bei CFLs
	Kuroda-Normalform

