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Abschlusseigenschaften

Die regularen Sprachen sind abgeschlossen beziiglich Vereinigung, Produkt und
Kleeneschem Abschluss. D.h. wenn L1, Lo regular sind, dann sind Ly U Lo, L1L5 und

*

1 regular.
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Abschlusseigenschaften

Die regularen Sprachen sind abgeschlossen beziiglich Vereinigung, Produkt und
Kleeneschem Abschluss. D.h. wenn L1, Lo regular sind, dann sind Ly U Lo, L1L5 und
L7 regular.

Beweis:

Vereinigung, Produkt und Kleenescher Abschluss werden durch regulare Ausdriicke
erzeugt und sind daher reguldre Sprachen:

» Benutze regulare Ausdriicke a1, o mit L(a;) = L.

> (ailaz) erzeugt L(ai|on) = L(a1) U L(a2) = L1 U Lo,

> ajap erzeugt L(aap) = L(ag)L(az) = L1Lo und

> (o1)* erzeugt L(aq)* = Lj. O
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Abschlusseigenschaften (2)

Die regularen Sprachen_sind abgeschlossen beziiglich Komplementbildung. D.h. wenn
L regular ist, dann ist L regular.
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Abschlusseigenschaften (2)

Die regularen Sprachen sind abgeschlossen beziiglich Komplementbildung. D.h. wenn
L regular ist, dann ist L regular.

Beweis:

» Sei M = (Z,%,0, 29, E) ein DFA der L akzeptiert.

» Dann akzeptiert M = (Z,%,0, 20, Z \ E) die Sprache L
(d.h. das Komplement von L):
Offensichtlich gilt 8(zp, w) € E <= —(6(z0, w) € Z \ E).

» Daher ist L regular. L]
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Abschlusseigenschaften (3)

Die regularen Sprachen sind abgeschlossen beziiglich Schnitt. D.h. wenn L1, Lo
regular sind, dann ist L1 N Lo regular.

TCS | 15 Eigenschaften regularer Sprachen | SoSe 2023 4/15 Abschlusseigenschaften (1)



Abschlusseigenschaften (3)

Die regularen Sprachen sind abgeschlossen beziiglich Schnitt. D.h. wenn L1, Lo
regular sind, dann ist L1 N Lo regular.

Beweis: .
> Folgt aus L1 N Ly, =L1U L, und da regulare Sprachen abgeschlossen
beziiglich Vereinigung und Komplementbildung. L]
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Abschlusseigenschaften (3)

Die regularen Sprachen sind abgeschlossen beziiglich Schnitt. D.h. wenn L1, Lo
regular sind, dann ist L1 N Ly regular.

Alternativer Beweis:
> Seien Ml = (Zl, Z, 61, 20,1, El) und M2 = (ZQ, 2,52,20,2, Eg) DFAS,
die L1 = L(My) und Ly = L(M,) akzeptieren.
» Der Produktautomat von M; und Ms ist der DFA
M = (Zl x Zo, 2,0, (20,1,20’2), Eq % E2) mit
0((z1,22),a) = (01(z1, @), 02(22, a)) fir alle a€ X und (21, 2) € Z1 X Z>.
> M akzeptiert L1 N Lo, denn es gilt:

~

5((20'1,20’2), W) € b1 X Ep <= (5\1(20'1, W) ek /\5\2(20'2, W) S E2>. L]
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Beispiel: Produktautomat

b a

a [

SO0
b

a, b
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a

a, b
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Beispiel: Produktautomat

Produktautomat M; x M

b a
" e‘(é)

a, b
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Beispiel: Produktautomat

Produktautomat M; x M

b a
M 2 .
i =0
b
a, b
)
O
MQZ
a |
ab Lauf fiir bbaa b ?
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Beispiel: Produktautomat

Produktautomat M; x M

Lauf fir bbaa b
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Beispiel: Produktautomat

Produktautomat M; x M

b a
M 2 .
@
b
a, b
b
MQZ
a |
a, b Lauf fiir bbaa b a
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Beispiel: Produktautomat

Produktautomat M; x M

b a
a
Mli
b
a, b
b
©
a |
a, b Lauf fiir bbaa b a
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Beispiel: Produktautomat

Produktautomat M; x M

b a
a
Mli
b
a,b
b
&
a '
a, b Lauf fiir bbaa b a
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Beispiel: Produktautomat

Produktautomat M; x M

b a
M 2 8
R OO
b
a, b
[
()
(D
a )
ab Lauf fiir bbaa b ?
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Abschlusseigenschaften zusammengefasst

Die regularen Sprachen sind abgeschlossen beziiglich Vereingung, Schnitt,
Komplementbildung, Produkt und Kleeneschem Abschluss.
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Nichtregularitat zeigen mit Abschlusseigenschaften (1)

Die Sprache L = {a" | n ist keine Primzahl} ist nicht regulér.
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Nichtregularitat zeigen mit Abschlusseigenschaften (1)

Die Sprache L = {a" | n ist keine Primzahl} ist nicht regulér.
Beweis:

Durch Widerspruch:
> Annahme L ist regular.
» Dann ist L auch regulir.
> [ ={a}*\ L={a"| nist eine Primzahl} ist nicht reguldr (bereits gezeigt).
» Widerspruch. Daher ist L nicht regular. ]
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Nichtregularitat zeigen mit Abschlusseigenschaften (2)

Die Sprache L = {w € {a, b}* | #a(w) = #p(w)} ist nicht regular.
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Nichtregularitat zeigen mit Abschlusseigenschaften (2)

Die Sprache L = {w € {a, b}* | #a(w) = #p(w)} ist nicht regular.
Beweis:

Durch Widerspruch:

» Annahme: L ist regular.

» Sprache L' ={a"b™ | n, m € N} ist reqular, da der regulare Ausdruck a*b*
sie erzeugt.

» Da L und L’ reqular sind, ist auch L N L’ regular.
> L NL'"={ab | j €N} ist aber nicht reguldr (bereits gezeigt).
> Widerspruch. Daher ist L nicht regular. ]
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Entscheidbarkeitsresultate: Wortproblem

> Bereits gezeigt: Das Wortproblem fiir Typ 1, 2, 3-Sprachen ist entscheidbar.

» Fiir DFAs ist das Wortproglem in Linearzeit in der Lange des Wortes I6sbar,
denn die Berechnung von §(zp, w) braucht fiir einen DFA nur |w| Schritte.
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Entscheidbarkeitsresultate: Leerheitsproblem

Das Leerheitsproblem fiir regulare Sprachen ist entscheidbar.
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Entscheidbarkeitsresultate: Leerheitsproblem

Das Leerheitsproblem fiir regulare Sprachen ist entscheidbar.

Beweis:

» Sei L eine reguldre Sprache und sei M ein DFA mit L(M) = L.

» Dann gilt L =) g.d.w. es keinen Pfad vom Startzustand zu einem
Endzustand in M gibt.

» Dies kann man leicht mit einer Tiefensuche (Depth-First-Search) auf dem
Zustandsgraph von M priifen. L]
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Endlichkeitsproblem fiir regulare Sprachen

Das Endlichkeitsproblem fiir regulare Sprachen ist entscheidbar.
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Endlichkeitsproblem fiir regulare Sprachen

Das Endlichkeitsproblem fiir regulare Sprachen ist entscheidbar.

Beweis:

» Sei L eine regulare Sprache und M ein DFA mit L(M) = L.
» Esgilt |L| < oo g.d.w. es keinen Pfad vom Startzustand zu einem
Endzustand gibt, der eine Schleife enthalt.

P> Priife dies mit einer Tiefensuche auf dem Zustandsgraph von M. [l
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Schnittproblem fiir regulare Sprachen

Das Schnittproblem fiir regulare Sprachen ist entscheidbar.
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Schnittproblem fiir regulare Sprachen

Das Schnittproblem fiir regulare Sprachen ist entscheidbar.

Beweis:

P> Seien L1, Lo regulare Sprachen.

» Seien My, My DFAs mit L(M;) = L;.

» Berechne den Produktautomaten M mit L(M) =L;N L,

» Priife das Leerheitsproblem fiir L(M). O]
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Aquivalenzproblem fiir regulare Sprachen

Das Aquivalenzproblem fiir regulire Sprachen ist entscheidbar.

TCS | 15 Eigenschaften regularer Sprachen | SoSe 2023 14/15 Entscheidbarkeiten



Aquivalenzproblem fiir regulare Sprachen

Das Aquivalenzproblem fiir regulire Sprachen ist entscheidbar.

Beweis:

P> Seien L1, Lo regulare Sprachen.

» Seien My, My DFAs mit L(M;) = L;.

» Berechne die Minimalautomaten von M; und M>.

P> Priife die Minimalautomaten auf Gleichheit bis auf Umbenennung. [l
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Zusammenfassung: Regulare Sprachen

v

Formalismen: Regulare Grammatiken, DFAs, NFAs (mit oder ohne
e-Uberginge), regulire Ausdriicke

Pumping-Lemma (Pumping-Eigenschaft notwendig, nicht hinreichend)
Der Satz von Myhill und Nerode: L reguldr g.d.w. Index(~,) < oo
Nichtregularitat nachweisen: Pumping-Lemma oder Index(~,) = oo
Aquivalenzklassenautomat und Minimierung von DFAs

Abschlusseigenschaften regularer Sprachen

vVvyvyvVvyyvyy

Entscheidbarkeitsresultate fiir reguldre Sprachen



	Abschlusseigenschaften (1)
	Entscheidbarkeiten
	Zusammenfassung

