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Aquivalenzklassenautomat

Sei M = (Z, %, 6, 20, E) ein DFA. Wir nennen zwei Zustande E'ZI € Z aquivalent und
schreiben z = 7/ falls gilt: fiir alle w € X* : §(z, w) € E <= §(Z', w) € E. Der
Aquivalenzklassenautomat zu M ist der DFA M’ = (Z', £, §', Z}, E') mit

z' :{[Z]E|Z€Z}

Z(/) = [20]=

E’ :{[Z]EIZE E}
8 ([z]=. a) = [0(z, a)]=




Aquivalenzklassenautomat: Korrektheit und Minimalitit

Satz
Sei M = (Z,%,6, 20, E) ein DFA und M' = (Z', £, &', 3, E') der
Aquivalenzklassenautomat zu M. Dann gilt

1. L(M) =L(M).
2. Falls alle Zustande in Z vom Startzustand zy erreichbar sind, dann ist M’
minimal.

Beweis (nur Teil 1):
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Aquivalenzklassenautomat: Korrektheit und Minimalitit

Satz
Sei M= (Z,%,6,20, E) ein DFA und M' = (Z', L, &', z5, E) der
Aquivalenzklassenautomat zu M. Dann gilt

1. L(M) =L(M).
2. Falls alle Zustiande in Z vom Startzustand zy erreichbar sind, dann ist M’
minimal.

Beweis (nur Teil 1): Sei w € £*. Dann gilt:
> M durchlduft die Zustandsfolge qo, .. ., djw| entlang w und akzeptiert w g.d.w.
dw| € E gilt.




Aquivalenzklassenautomat: Korrektheit und Minimalitit

Satz
Sei M= (Z,%,6,20, E) ein DFA und M' = (Z', L, &', z5, E) der
Aquivalenzklassenautomat zu M. Dann gilt

1. L(M) =L(M).
2. Falls alle Zustiande in Z vom Startzustand zy erreichbar sind, dann ist M’
minimal.

Beweis (nur Teil 1): Sei w € £*. Dann gilt:
> M durchlduft die Zustandsfolge qo, .. ., djw| entlang w und akzeptiert w g.d.w.
dw| € E gilt.
» M’ durchlauft die Zustandsfolge [qo]=, . . ., [Gw|]= und akzeptiert w g.d.w.
[qw(]= € E' gilt.



Aquivalenzklassenautomat: Korrektheit und Minimalitit

Satz
Sei M= (Z,%,6,20, E) ein DFA und M' = (Z', L, &', z5, E) der
Aquivalenzklassenautomat zu M. Dann gilt

1. L(M) =L(M).
2. Falls alle Zustiande in Z vom Startzustand zy erreichbar sind, dann ist M’
minimal.

Beweis (nur Teil 1): Sei w € £*. Dann gilt:
> M durchlduft die Zustandsfolge qo, .. ., djw| entlang w und akzeptiert w g.d.w.
dw| € E gilt.
» M’ durchlauft die Zustandsfolge [qo]=, . . ., [Gw|]= und akzeptiert w g.d.w.
[qw(]= € E' gilt.
Da per Definition [q)]= € E’ genau dann gilt, wenn g, € E gilt, folgt, dass M und
M’ dieselben Worter akzeptieren. ]
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Zustandsminimierung von DFAs

Schritte:
A. Entferne nicht erreichbare Zustande.
B. Berechne dquivalente Zustande (beziiglich =).

C. Bilde Aquivalenzklassenautomat, indem &quivalente Zustinde verschmolzen
werden.



Zustandsminimierung von DFAs

Schritte:
A. Entferne nicht erreichbare Zustande.
B. Berechne aquivalente Zustande (beziiglich =).

C. Bilde Aquivalenzklassenautomat, indem &quivalente Zustinde verschmolzen
werden.



Berechnung aquivalenter Zustande

Schritte:



Berechnung aquivalenter Zustande

Schritte:

1. Markiere Paare von Zustanden, die verschieden sein mussen.
Markiere initial alle {z,2'} mit z€ E, 2/ ¢ E.



Berechnung aquivalenter Zustande

Schritte:

1. Markiere Paare von Zustanden, die verschieden sein miissen.
Markiere initial alle {z,Z'} mit z€ E, Z/ ¢ E.

2. Vervollstandige das Markieren durch Untersuchen von Ubergzngen:
2.1 Wenn {z, Z'} noch nicht markiert:

Priife fur jedes a € &, ob die beiden Nachfolger {6(z, a), d(Z’, a)} markiert sind.
2.2 Falls ja, dann markiere {z, z'}.

2.3 Wiederhole, bis sich nichts mehr andert.



Berechnung aquivalenter Zustande

Schritte:
1. Markiere Paare von Zustanden, die verschieden sein miissen.
Markiere initial alle {z,Z'} mit z€ E, Z/ ¢ E.
2. Vervollstandige das Markieren durch Untersuchen von Ubergzngen:

2.1 Wenn {z, Z'} noch nicht markiert:

Priife fur jedes a € &, ob die beiden Nachfolger {6(z, a), d(Z’, a)} markiert sind.
2.2 Falls ja, dann markiere {z, z'}.
2.3 Wiederhole, bis sich nichts mehr andert.

3. Alle am Ende unmarkierten Paare sind aquivalente Zustande.



Algorithmus 3: Berechnung aller aquivalenten Zustande

Eingabe: DFA M = (Z, %, 6, z9, E), der keine unerreichbaren Zustande hat
Ausgabe: Zustandspaare {z, z'} mit z # Z' fir die gilt z = 2/
Beginn
stelle Tabelle T aller Zustandspaare {z, z'} mit z # z' und z, 2z’ € Z auf;
markiere alle Paare {z,Z'} in T mit z € E und 2’ ¢ E;
wiederhole
fiir jedes unmarkierte Paar {z,z'} in T tue
fiir jedes a € ¥ tue
wenn {6(z, a),6(Z',a)} in T markiert ist dann
‘ markiere {z, 7'} in T;
Ende
Ende
Ende
bis sich T nicht mehr verédndert;
return {{z,Z'} | {z, 2’} ist nicht markiert in T}
Ende
o1




Korrektheit (1)

Sei M = (Z,%,0, 20, E) ein DFA, der keine unerreichbaren Zustande hat.
Algorithmus 3 berechnet dquivalente Zustandspaare von M und es gibt keine weiteren
aquivalenten Paare.




Korrektheit (1)

Sei M = (Z,%,0, 20, E) ein DFA, der keine unerreichbaren Zustande hat.
Algorithmus 3 berechnet dquivalente Zustandspaare von M und es gibt keine weiteren
aquivalenten Paare.

Beweis:
» Teil 1: Wird das Paar {z, 2’} markiert, dann gilt z # Z'.
» Teil 2: Wenn z # 7/, dann wird das Paar {z, z'} markiert.




Korrektheit (2)

Sei M = (Z,%,0, 20, E) ein DFA, der keine unerreichbaren Zustande hat.
Algorithmus 3 berechnet dquivalente Zustandspaare von M und es gibt keine weiteren
aquivalenten Paare.

Beweis (Teil 1): Wird das Paar {z, z’} markiert, dann gilt z # 2’
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Korrektheit (2)

Sei M = (Z,%,0, 20, E) ein DFA, der keine unerreichbaren Zustande hat.
Algorithmus 3 berechnet dquivalente Zustandspaare von M und es gibt keine weiteren
aquivalenten Paare.

Beweis (Teil 1): Wird das Paar {z, z’} markiert, dann gilt z # 2’

> Wir zeigen: Fir jedes markierte Paar {z,7'} gibt es Wort w mit
-(0(z,w) € E<=§(Z',w) € E).
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> Wir zeigen: Fir jedes markierte Paar {z,7'} gibt es Wort w mit
-(0(z,w) € E<=§(Z',w) € E).
> Induktion tber Anzahl Schleifeniterationen bis {z, z'} markiert wird.



Korrektheit (2)
Saz

Sei M = (Z,%,0, 20, E) ein DFA, der keine unerreichbaren Zustande hat.

Algorithmus 3 berechnet dquivalente Zustandspaare von M und es gibt keine weiteren
aquivalenten Paare.

Beweis (Teil 1): Wird das Paar {z, z’} markiert, dann gilt z # 2’

> Wir zeigen: Fir jedes markierte Paar {z,7'} gibt es Wort w mit
-(0(z,w) € E<=§(Z',w) € E).

> Induktion tber Anzahl Schleifeniterationen bis {z, z'} markiert wird.
> Basis: 0 Iterationen, {z, 2’} wird vor der Schleife markiert, w = ¢ erfiillt Behauptung.



Korrektheit (2)
Saz

Sei M = (Z,%,0, 20, E) ein DFA, der keine unerreichbaren Zustande hat.
Algorithmus 3 berechnet dquivalente Zustandspaare von M und es gibt keine weiteren
aquivalenten Paare.

Beweis (Teil 1): Wird das Paar {z, z’} markiert, dann gilt z # 2’

> Wir zeigen: Fir jedes markierte Paar {z,7'} gibt es Wort w mit
-(0(z,w) € E<=§(Z',w) € E).
> Induktion tber Anzahl Schleifeniterationen bis {z, z'} markiert wird.

v

Basis: 0 Iterationen, {z, 7'} wird vor der Schleife markiert, w = ¢ erfiillt Behauptung.

> Schritt: Mehr als 0 Iterationen. Dann wird {z, z’} markiert, weil es a € * und ein
markiertes Paar {4(z, a),0(Z’, a)} gibt. Induktionsannahme liefert Wort w' mit
=(6(6(z,a),w') € E<=06(6(Z',a),w') € E).



Korrektheit (2)
Saz

Sei M = (Z,%,0, 20, E) ein DFA, der keine unerreichbaren Zustande hat.
Algorithmus 3 berechnet dquivalente Zustandspaare von M und es gibt keine weiteren
aquivalenten Paare.

Beweis (Teil 1): Wird das Paar {z, z’} markiert, dann gilt z # 2’
> Wir zeigen: Fir jedes markierte Paar {z,7'} gibt es Wort w mit
-(0(z,w) € E<=§(Z',w) € E).
> Induktion tber Anzahl Schleifeniterationen bis {z, z'} markiert wird.
Basis: 0 Iterationen, {z, 7'} wird vor der Schleife markiert, w = ¢ erfiillt Behauptung.
> Schritt: Mehr als 0 Iterationen. Dann wird {z, z’} markiert, weil es a € * und ein
markiertes Paar {4(z, a),0(Z’, a)} gibt. Induktionsannahme liefert Wort w' mit
=(6(6(z,a),w') € E<=06(6(Z',a),w') € E).
> Mit w = aw’ folgt: =(8(z, w) € E <= 6(2', w) € E).
ore D —

v



Korrektheit (3)
Saz

Sei M =(Z,%,0, z9, E) ein DFA, der keine unerreichbaren Zustande hat.
Algorithmus 3 berechnet aquivalente Zustandspaare von M und es gibt keine weiteren
aquivalenten Paare.

Beweis (Teil 2): Wenn z # Z’, dann wird das Paar {z, z'} markiert.
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Korrektheit (3)
Saz

Sei M =(Z,%,6, zy, E) ein DFA, der keine unerreichbaren Zustande hat.
Algorithmus 3 berechnet aquivalente Zustandspaare von M und es gibt keine weiteren
aquivalenten Paare.

Beweis (Teil 2): Wenn z # Z’, dann wird das Paar {z, z'} markiert.

> Beweis durch Widerspruch. Annahme es gibt Paare z # Z’, die der Algorithmus nicht
markiert. O.B.d.A. kA('jnnen wir ein Pa/a\r {z, 7'} wahlen, fiir welches es ein minimal langes
Wort w gibt mit =(6(z, w) € E <= 6(Z', w) € E).



Korrektheit (3)

Sei M =(Z,%,6, zy, E) ein DFA, der keine unerreichbaren Zustande hat.
Algorithmus 3 berechnet aquivalente Zustandspaare von M und es gibt keine weiteren
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Wort w gibt mit =(6(z, w) € E <= 6(Z', w) € E).

> Wenn w = ¢, dann wird {z, z'} vor der Schleife markiert. Widerspruch.



Korrektheit (3)

Sei M =(Z,%,6, zy, E) ein DFA, der keine unerreichbaren Zustande hat.
Algorithmus 3 berechnet aquivalente Zustandspaare von M und es gibt keine weiteren
aquivalenten Paare.

Beweis (Teil 2): Wenn z # Z’, dann wird das Paar {z, z'} markiert.

> Beweis durch Widerspruch. Annahme es gibt Paare z # Z’, die der Algorithmus nicht
markiert. O.B.d.A. kA('jnnen wir ein Pa/a\r {z, 7'} wahlen, fiir welches es ein minimal langes
Wort w gibt mit =(6(z, w) € E <= 6(Z,w) € E).

> Wenn w = ¢, dann wird {z, z'} vor der Schleife markiert. Widerspruch.

> Wenn w = aw’ mit a € L, dann gilt: Wenn {6(z, a), (2, a)} vom Algorithmus markiert
wird, dann auch {z, Z’}. Daher: {§(z, a),6(Z’, a)} wird nicht markiert. Aber dann gilt fiir
o (5(5(2, ), W) € E <862, a),w') e E), d.h. 8(z, a) £ 6(2', a), und
[w'| < |w]|. Widerspruch zur Minimalitat von {z, z’'}. O



Laufzeit

» Darstellung der Tabelle T
zweidimensionales Array der GréBe O(|Z| x |Z])

> Ermoglicht konstanten Zugriff auf Markierungen
» Pro Durchlauf der Schleife: O(|Z|? - |X])

» Anzahl der Durchlaufe ist durch |Z|? begrenzt, da es nur |Z|? Paare gibt und
mindestens 1 Paar pro Durchlauf markiert wird

> Restliche Schritte: Konstante Laufzeit
Daher: Algorithmus 3 kann in Zeit O(|Z]* - |<|) implementiert werden

P> Tatsachlich gibt es effizientere Implementierungen

v



Algorithmus 4: Minimierung von DFAs

Eingabe: DFA M = (Z, %, 0, 20, E)
Ausgabe: Minimaler DFA M’ mit L(M) = L(M")
Beginn
entferne Zustdande aus M, die nicht vom Startzustand aus erreichbar sind;
berechne dquivalente Zustande mit Algorithmus 3;
erzeuge den Aquivalenzklassenautomat, indem die berechneten Aquivalenten Zustinde
verschmolzen werden;
Ende



Beispiel zur Minimierung

Sei ¥ = {a, b, ¢} und der folgende DFA M gegeben:
a, b

a b )
» alle Zustande sind von zy aus erreichbar



Beispiel zur Minimierung

Sei ¥ = {a, b, ¢} und der folgende DFA M gegeben:
a, b

Z1

22

z3

Z4

Z5

B ) a, b ) Z0 Z1 2Zp Z3 Z4
» alle Zustande sind von zy aus erreichbar

> Aquivalente Zustande berechnen: Tabelle T erstellen



Beispiel zur Minimierung

Sei ¥ = {a, b, ¢} und der folgende DFA M gegeben:
a, b

Z1

22

z3
Za | X | X | X | X
Zs | X | X | X | X

20 21 2o 23 Z4

a b )
» alle Zustande sind von zy aus erreichbar
> Aquivalente Zustande berechnen: Tabelle T erstellen
» Initiales Markieren: {z, z'} mit z € {20, z1, 22, z3} und Z' € {z, z5}



Beispiel zur Minimierung

Sei ¥ = {a, b, ¢} und der folgende DFA M gegeben:
a, b

7| x|

| X

z3 | X

z | X | x| x| x
| XX |X|X| |

B ) a, b ) Z0 Z1 2Zp Z3 Z4
alle Zustande sind von zy aus erreichbar

>
> Aquivalente Zustande berechnen: Tabelle T erstellen
» Initiales Markieren: {z,z'} mit z € {2y, z1, 2z, z3} und Z’ € {z4, z5}
» {29, 21}, da {0(20, ¢),6(z1, c)} = {z3, z4} bereits markiert ist,
» {2, 20}, da {0(z0, ¢),0(z2, €)} = {z3, z4} bereits markiert ist, und
» {29, z3}, da {6(=z0, ¢), 0(z3, c)} = {z3, z5} bereits markiert
2



Beispiel zur Minimierung (2)

2| X Ergibt n =23, 21 =20, =23, 4 = 75
2| X und daher die Aquivalenzklassen

73| X

2 T % [20]= = {20}

4

z | x| x| X |x [z1]= = {21, 22, 3}

i z2]_ = {22, 25}




Beispiel zur Minimierung (2)

Der Minimalautomat zu
a, b

[20]= = {20}
[z1]= ={z1, 22, z3}
[z4]= = {24, z5}
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