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alle Sprachen
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Wie zeigt man, dass eine formale Sprache nicht regular ist?

= Das Pumping-Lemma ist ein Werkzeug dafiir.
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ldee des Pumping-Lemmas: Beispiel

Beispiel: DFA M:
2 LR - B A W :
b b b b
b (N )

> Von M erkannte Worter der Lange 3, 4, 5, 6, ...
» Beobachtung 1: Jedes Wort z mit Lange > 3, das M erkennt,
muss mindestens eine Schleife durchlaufen.
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ldee des Pumping-Lemmas: Beispiel

Beispiel: DFA M:
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> Von M erkannte Worter der Lange 3, 4, 5, 6, ...
» Beobachtung 1: Jedes Wort z mit Lange > 3, das M erkennt,
muss mindestens eine Schleife durchlaufen.
» Beobachtung 2: Wenn wir die Schleife mehrfach durchlaufen, wird das
entsprechende Wort immer noch erkannt, d.h.

Worter in L(M) mit Lange > 3 kdnnen wir aufpumpen
und verbleiben in der Sprache L(M)
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» Beobachtung 1: Jedes Wort z mit Lange > 3, das M erkennt,
muss mindestens eine Schleife durchlaufen.
» Beobachtung 2: Wenn wir die Schleife mehrfach durchlaufen, wird das
entsprechende Wort immer noch erkannt, d.h.

Worter in L(M) mit Lange > 3 kdnnen wir aufpumpen
und verbleiben in der Sprache L(M)
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ldee des Pumping-Lemmas: Beispiel

Beispiel: DFA M:

» Beobachtung 1: Jedes Wort z mit
muss mindestens eine Schleife durchlaufen.
» Beobachtung 2: Wenn wir die Schleife mehrfach durchlaufen, wird das
entsprechende Wort immer noch erkannt, d.h.
Worter in L(M) mit Lange > 3 kdnnen wir aufpumpen
und verbleiben in der Sprache L(M)
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Idee des Pumping-Lemmas: allgemeiner

Gilt das allgemein?

v

> Wenn ein endlicher Automat n Zustande hat,
dann miissen akzeptierte Worter der Lange > n eine Schleife durchlaufen

» Diese Worter kann man aufpumpen: uvw, uvvw, uvvvw, ...
Allgemein: uv'w fiir i = 0,1,2,... liegen in der erkannten Sprache
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Das Pumping-Lemma

Jede regulare Sprache L hat die folgende Pumping-Eigenschaft:
Es gibt eine Zahl n € N+, sodass jedes Wort z € L, welches Mindestlange n hat
(d.h. |z| > n), als z = uvw geschrieben werden kann, sodass gilt:

> juv|<n
> v > 1
> firallei>0: uviwe L.

Die Zahl n nennt man die Pumping-Konstante der Sprache L.
v
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Beweis des Pumping-Lemmas (1)

» Sei M = (Z,%,9, 29, E) ein DFA, der L akzeptiert mit n = |Z|.
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Beweis des Pumping-Lemmas (1)

» Sei M = (Z,%,9, 29, E) ein DFA, der L akzeptiert mit n = |Z|.

» Sei z € L mit |z| > n. Jeder Lauf fiir z besucht |z| + 1 Zustande.
Sei qo, g1, - - . G|z die besuchte Folge mit go = zo und q,| € E.




Beweis des Pumping-Lemmas (1)

» Sei M = (Z,%,9, 29, E) ein DFA, der L akzeptiert mit n = |Z|.

» Sei z € L mit |z| > n. Jeder Lauf fiir z besucht |z| + 1 Zustande.
Sei qo, g1, - - . G|z die besuchte Folge mit go = zo und q,| € E.

» Da |Z| = n, wird spatestens nach Lesen von n Zeichen ein Zustand erneut
besucht.



Beweis des Pumping-Lemmas (1)

» Sei M = (Z,%,9, 29, E) ein DFA, der L akzeptiert mit n = |Z|.

» Sei z € L mit |z| > n. Jeder Lauf fiir z besucht |z| + 1 Zustande.
Sei qo, g1, . .- qz| die besuchte Folge mit go = zp und gy, € E.

» Da |Z| = n, wird spatestens nach Lesen von n Zeichen ein Zustand erneut
besucht.

» Sei gk (mit k < n) der erste Zustand, der bereits besucht wurde.
D.h. es gibt j < k, sodass gx = g; und k ist minimal, z = uvw mit
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Beweis des Pumping-Lemmas (2)

D.h. es gibt j < k, sodass gx = g; und k ist minimal, z = uvw mit

Wir zeigen nun die drei geforderten Eigenschaften der Zerlegung:
» Aus j < k folgt |v| > 1.
» Aus k < n folgt |uv| < n.
> Fir i = 0: Aus gj = gy folgt 8(qo, u) = qj = 5(q0, uv) = gx und somit
6(qo uw) = 5(qo uvw) = qp; € E, d.h. uvw € L(M).
Sei i > 0. Aus 6((7] ) = qx = q; folgt 6(qj v') = g; und daher
8(qo, uv'w) = 8(qi, viw) = 6(qJ w) = q|,| € E. Daher gilt uv'w € L(M). O
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Endliche Sprachen

Es gibt eine Zahl n € N5, sodass jedes Wort z € L, welches Mindestlange n hat
(d.h. |z| > n), als z = uvw geschrieben werden kann, sodass gilt:

> |juv|<n
> |v|>1
> fiiralle i > 0: uviw € L.

Als pradikatenlogische Formel:

In€Nso: Vz € L:(|z| > n= Fu, v, wi(z=uvw A luv| < nA|v| > 1AV > 0:(uviw € L)))
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Endliche Sprachen

Es gibt eine Zahl n € N5, sodass jedes Wort z € L, welches Mindestlange n hat
(d.h. |z| > n), als z = uvw geschrieben werden kann, sodass gilt:

> |juv|<n
> |v|>1
> fiiralle i > 0: uviw € L.

Als pradikatenlogische Formel:
In€Nso: Vz € L:(|z| > n= Fu, v, wi(z=uvw A luv| < nA|v| > 1AV > 0:(uviw € L)))
Warum erfiillen endliche Sprachen das Pumping-Lemma?

Wahle n groBer als die Lange des langsten Worts




Anwendung des Pumping-Lemmas

» Pumping-Lemma:
Sprache regular = Sprache erfiillt die Pumping-Eigenschaft

> Zeige, dass eine Sprache nicht regular ist, durch Kontraposition:

Sprache erfiillt nicht die Pumping-Eigenschaft
= Sprache ist nicht regular



Umformung der negierten Pumping-Eigenschaft

=(3n €NsoVz € L:(|z| > n=3u, v, wi(z=uvw A luv| < nAlv| > 1AV > 0:(uv'w € L))))
> Vn€Nsgin(Vz € L:(Jz| > n= Fu, v, w:(z=uvw A [uv| < n A v > 1AV > 0:(uviw € L))))
= VneNsg:(3z € L:(=(|z| > n= Fu, v, wi(z=uvw Auv| < nAlv| > 1AV > 0:(uviw € L)))))
= Vne€Nsp:(3z € L:(=(=(|z| = n) vV Bu, v, w:(z=uvw A luv| < n A v > 1AV > 0:(uviw € 1))))))
+—Vn € Nsg:(3z € L:((Iz] = n) A=Bu, v, wi(z=uvw A luv| < nAlv| > 1AV > 0:(uviw € L)))))
—— Vn € Nsp:(3z € L:((J2] = n) A (Vu, v, w:(=(z=uvw A luv| < nAlv| > 1AV > 0:(uviw € L))))))
——V¥neNso:(3z € L:((Jz] > n) A (Yu, v, wi(—~(z=uvw A Juv| < n A v > 1)V =(Vi > 0:uviw € L)))))
> Vn€Nsg:(3z € L:((|z] > n) A (Yu, v, w:((z=uvw A luv| < n A lv] > 1) = =(Vi > 0:uviw € L)))))
——Vne€Nso:(3z € L:((J2] > n) A (Vu, v, w:((z=uvw Aluv| < nAlv| > 1) = 3i > 0:uviw € 1)))))




Umformung der negierten Pumping-Eigenschaft

=(3n €NsoVz € L:(|z| > n=3u, v, wi(z=uvw A luv| < nAlv| > 1AV > 0:(uv'w € L))))
> Vn€Nsgin(Vz € L:(Jz| > n= Fu, v, w:(z=uvw A [uv| < n A v > 1AV > 0:(uviw € L))))
= VneNsg:(3z € L:(=(|z| > n= Fu, v, wi(z=uvw Auv| < nAlv| > 1AV > 0:(uviw € L)))))
+—— V¥n €Nsg:(3z € L:(—~(=(|z] > n) V Bu, v, w:(z=uvw A Juv| < nAv| > LAV > 0:(uviw € L))))))
+—Vn € Nsg:(3z € L:((Iz] = n) A=Bu, v, wi(z=uvw A luv| < nAlv| > 1AV > 0:(uviw € L)))))
—— Vn € Nsp:(3z € L:((J2] = n) A (Vu, v, w:(=(z=uvw A luv| < nAlv| > 1AV > 0:(uviw € L))))))
——V¥neNso:(3z € L:((Jz] > n) A (Yu, v, wi(—~(z=uvw A Juv| < n A v > 1)V =(Vi > 0:uviw € L)))))
> Vn€Nsg:(3z € L:((|z] > n) A (Yu, v, w:((z=uvw A luv| < n A lv] > 1) = =(Vi > 0:uviw € L)))))
——Vne€Nso:(3z € L:((J2] > n) A (Vu, v, w:((z=uvw Aluv| < nAlv| > 1) = 3i > 0:uviw € 1)))))

Fir jede Zahl n € N5 gibt es ein Wort z € L mit |z| > n,
sodass fiir jede Zerlegung z = uvw mit

» |uv| < nund
> |v|>1

ein i > 0 existiert mit uv'w & L.




Anwendung des Pumping-Lemmas

Die Sprache L = {a/V/ | j € N} ist nicht regular.

Beweis: Wir zeigen, dass L die Pumping-Eigenschaft nicht erfiillt und schlieBen mit
dem Pumping-Lemma, dass L nicht regular ist:
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z = a"b" (damit ist auch |z| > n erfiillt).




Anwendung des Pumping-Lemmas

Die Sprache L = {a/V/ | j € N} ist nicht regular.

Beweis: Wir zeigen, dass L die Pumping-Eigenschaft nicht erfiillt und schlieBen mit
dem Pumping-Lemma, dass L nicht regular ist:

> Sei n € Nyq beliebig. Wir wahlen z € L:
z = a"b" (damit ist auch |z| > n erfiillt).

» Sei z = uvw eine beliebige Zerlegung von z,
sodass |uv| < nund |v| > 1.




Anwendung des Pumping-Lemmas

Die Sprache L = {a/V/ | j € N} ist nicht regular.

Beweis: Wir zeigen, dass L die Pumping-Eigenschaft nicht erfiillt und schlieBen mit
dem Pumping-Lemma, dass L nicht regular ist:
> Sei n € Nyq beliebig. Wir wahlen z € L:
z = a"b" (damit ist auch |z| > n erfiillt).
» Sei z = uvw eine beliebige Zerlegung von z,
sodass |uv| < nund |v| > 1.

» Dannistu=a",v=amitr+s<n,s>lundw=ath"mitr+s+t=n.
Daher konnen wir z.B. i = 2 wahlen und erhalten
uv'w = uvlw = a’a*a*ath" = a"tsp" ¢ L, da s > 0. ]




Beweise Nichtregularitat als Spiel

Sei L die formale Sprache.

Der Gegner wahlt die Zahl n € Nyg.

Wir wahlen das Wort z € L mit |z| > n.

Der Gegner wahlt Zerlegung z = uvw mit |uv| < nund |v| > 1.

> wnh =

Wir gewinnen das Spiel, wenn wir ein / > 0 angeben konnen,
sodass uv'w & L.

Wenn wir das Spiel fiir alle Wahlmaoglichkeiten des Gegners
gewinnen, dann haben wir die Nichtregularitdt von L nachgewiesen.



Beispiel

Die Sprache L = {a” | p ist Primzahl} ist nicht regular.

Wir zeigen, dass wir das eben eingefiihrte Spiel stets gewinnen:

1. Sei n € N5 vom Gegner gewahlt.




Beispiel

Die Sprache L = {a” | p ist Primzahl} ist nicht regular.

Wir zeigen, dass wir das eben eingefiihrte Spiel stets gewinnen:
1. Sei n € N5 vom Gegner gewahlt.

2. Wir wahlen z € L als z = aP mit p ist die nachste Primzahl, die groBer gleich n
ist.




Beispiel

Die Sprache L = {aP | p ist Primzahl} ist nicht regular.

Wir zeigen, dass wir das eben eingefiihrte Spiel stets gewinnen:
1. Sei n € N5 vom Gegner gewahlt.

2. Wir wahlen z € L als z = aP mit p ist die nachste Primzahl, die groBer gleich n
ist.

3. Der Gegner wahlt Zerlegung u = a", v =a°, w = a’ mit uvw = aP, |uv| < n,
[v| > 1 (und damit s > 1).
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Beispiel

Die Sprache L = {aP | p ist Primzahl} ist nicht regular.

Wir zeigen, dass wir das eben eingefiihrte Spiel stets gewinnen:
1. Sei n € N5 vom Gegner gewahlt.
2. Wir wahlen z € L als z = aP mit p ist die nachste Primzahl, die groBer gleich n
Ist.
3. Der Gegner wahlt Zerlegung u = a", v =a°, w = a’ mit uvw = aP, |uv| < n,
[v| > 1 (und damit s > 1).

4. Wir wahlen j = p+ 1. Dann ist uv'w & L, denn
uviw = a'(a%)PHlat = arts(PHFt — grisptstt — gsptp — gp(s+1) ynd fiir

s > 1 folgt, dass p- (s + 1) keine Primzahl sein kann. O]
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Beispiel

Die Sprache L = {a™ | n € N} ist nicht regulir.

1. Sei n € N5 vom Gegner gewahlt.




Beispiel

Die Sprache L = {a™ | n € N} ist nicht regulir.

1. Sei n € N5 vom Gegner gewahlt.
2. Wir wihlen z = a™ € L.




Beispiel

Die Sprache L = {a™ | n € N} ist nicht regulir.

1. Sei n € N5 vom Gegner gewahlt.
2. Wir wahlen z = a" € L.
3. Sei z = uvw vom Gegner zerlegt, sodass |uv| < nund |v| > 1.




Beispiel

Die Sprache L = {a™ | n € N} ist nicht regulir.

Sei n € Nso vom Gegner gewahlt.
Wir wihlen z = a™ € L.
Sei z = uvw vom Gegner zerlegt, sodass |uv| < nund |v| > 1.

2y = ak.

e

Wir wahlen / = 2, d.h. wir betrachten uv
» 1+n?<k(denn |v| >1)
» k < n?+n (denn |uv| < n und daher |v| < n)

D.h. wir haben n”> < k <n?>+n=(n+1)-n<(n+1)>2

Dann kann k keine Quadratzahl sein.

Daher gilt uviw & L.

Das Pumping-Lemma zeigt somit, dass L nicht regular ist. L]




Beispiel

Die Sprache L = {a®" | n € N} ist nicht regular.

Beweis:
> Sei n € Ny beliebig.
> Sei z € L mit |z| > n das Wort z = a*".
» Sei z=uvw mit |uv]| < nund |v| =k > 1.

» Dannist 1 < k < nund uv?w = a2tk und 2" + k # 2¢ da
2N 4 k < 2Tl =20 L 27 denn k < n < 2",
Daher ist uv?w ¢ L.

Mit dem Pumping-Lemma folgt, dass L nicht regular ist. []




Beispiel

Die Sprache L = {w € {a, b}* | w ist ein Palindrom} ist nicht regular.




Beispiel

Die Sprache L = {w € {a, b}* | w ist ein Palindrom} ist nicht regular.

» Sei n € Ny beliebig.




Beispiel

Die Sprache L = {w € {a, b}* | w ist ein Palindrom} ist nicht regular.

» Sei n € Ny beliebig.
> Wir wahlen z = a"ba" € L als Wort mit Mindestlange n.




Beispiel

Die Sprache L = {w € {a, b}* | w ist ein Palindrom} ist nicht regular.

» Sei n € Ny beliebig.
> Wir wahlen z = a"ba" € L als Wort mit Mindestlange n.
» Sei z=uvw mit |uv] < nund |v| > 1.




Beispiel

Die Sprache L = {w € {a, b}* | w ist ein Palindrom} ist nicht regular.

» Sei n € Ny beliebig.

> Wir wahlen z = a"ba" € L als Wort mit Mindestlange n.

» Sei z=uvw mit |uv] < nund |v| > 1.

» Dann ist uv®w = akba" mit k = n — |v| < n kein Palindrom.

Mit dem Pumping-Lemma folgt, dass L nicht regular ist. ]




Pumping-Eigenschaft ist nicht hinreichend

Es gibt Sprachen, die die Pumping-Eigenschaft erfiillen aber nicht regulér sind. Die
Sprache L = {a¥btct | k,£ € Nxg} ist eine solche Sprache.

Beweis, dass L die Pumping-Eigenschaft erfiillt:
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> Wir wahlen n=1.




Pumping-Eigenschaft ist nicht hinreichend

Es gibt Sprachen, die die Pumping-Eigenschaft erfiillen aber nicht regulér sind. Die
Sprache L = {a¥btct | k,£ € Nxg} ist eine solche Sprache.

Beweis, dass L die Pumping-Eigenschaft erfiillt:
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> Seize L mit|z| > n.




Pumping-Eigenschaft ist nicht hinreichend

Es gibt Sprachen, die die Pumping-Eigenschaft erfiillen aber nicht regular sind. Die
Sprache L = {a¥btct | k,£ € Nxg} ist eine solche Sprache.

Beweis, dass L die Pumping-Eigenschaft erfiillt:
> Wir wahlen n=1.
> Seize L mit|z| > n.

» Da z von der Form akbtct ist, dann muss k > 0 gelten und wir zerlegen
z=uvwmitu=¢ v=a w=a""1hlct Dalv|=1,|uv|] < nund
uviw = a*t=1ptct ¢ [ fiir alle i € N, erfiillt L die Pumping-Eigenschaft.




Pumping-Eigenschaft ist nicht hinreichend

Es gibt Sprachen, die die Pumping-Eigenschaft erfiillen aber nicht regular sind. Die
Sprache L = {a¥btct | k,£ € Nxg} ist eine solche Sprache.

Beweis, dass L die Pumping-Eigenschaft erfiillt:

> Wir wahlen n=1.

> Seize L mit|z| > n.

» Da z von der Form akbtct ist, dann muss k > 0 gelten und wir zerlegen
z=uvwmitu=¢ v=a w=a""1hlct Dalv|=1,|uv|] < nund
uviw = a*t=1ptct ¢ [ fiir alle i € N, erfiillt L die Pumping-Eigenschaft.

Beweis, dass L nicht regular ist folgt spater (nur FSK).




Mengendiagramm
Sprachen, die die Pumping-Eigenschaft erfiillen

\
Cuare SpracD

Alle Sprachen
150 D




Mengendiagramm
Sprachen, die die Pumping-Eigenschaft erfiillen

\,
Cuare SpracD

Alle Sprachen

Das Pumping-Lemma kann nicht verwendet werden,
um zu zeigen, dass eine Sprache regular ist.




Zusammenfassung Pumping-Lemma

» Das Pumping-Lemma formuliert eine notwendige Bedingung fiir reqgulire
Sprachen:

Sehr informell:

Worter einer reguldren Sprache kénnen aufgepumpt werden, wenn sie lang
genug sind.

> Anwendung:
L erfiillt die Pumping-Eigenschaft nicht = L nicht reqular

» Das Pumping-Lemma gibt keine hinreichende Bedingung fiir reqgulare
Sprachen, d.h. Regularitdt kann nicht mit dem Pumping-Lemma gezeigt werden.

> Nichtregularitat widerlegen funktioniert nicht in jedem Fall mit dem
Pumping-Lemma.



