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Wiederholung: Deterministische endliche Automaten

Ein deterministischer endlicher Automat (determinististic finite automaton, DFA) ist
ein 5-Tupel M = (Z, %, 4, z9, E) wobei

» / ist eine endliche Menge von Zustanden,
» 3 ist das (endliche) Eingabealphabet mit ZNY =0,

> §:Z XX — Zist die Zustandsiiberfiihrungsfunktion (oder nur
Uberfiihrungsfunktion),

> 7y € Z ist der Startzustand und
» E C Z ist die Menge der Endzustande (oder auch akzeptierende Zustande).



DFAs akzeptieren reguldre Sprachen

Sei M = (Z,%,0, 20, E) ein DFA. Dann ist L(M) regular.
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DFAs akzeptieren reguldre Sprachen

Sei M = (Z,%,0, 20, E) ein DFA. Dann ist L(M) regular.

Beweis: Konstruiere fiir DFA M eine reguldre Grammatik G, sodass L(G) = L(M):
Sei G = (V, L, P,S) die Grammatik (mit Sonderregel) mit V =2, S = z und
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Leeres Wort: Offensichtlich gilt e € L(M) <= ¢ € L(G).
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DFAs akzeptieren reguldre Sprachen

Sei M = (Z,%,0, 20, E) ein DFA. Dann ist L(M) regular.

Beweis: Konstruiere fiir DFA M eine reguldre Grammatik G, sodass L(G) = L(M):
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DFAs akzeptieren reguldre Sprachen

Sei M = (Z,%,0, 20, E) ein DFA. Dann ist L(M) regular.

Beweis: Konstruiere fiir DFA M eine reguldre Grammatik G, sodass L(G) = L(M):
Sei G = (V, L, P,S) die Grammatik (mit Sonderregel) mit V =2, S = z und
P={zi—az|0(z,a)=z}U{zi—al|d(z,a) € E}U{zg — ¢ |falls zp € E}
Leeres Wort: Offensichtlich gilt e € L(M) <= ¢ € L(G).
Worter w mit |w| =m > 1:
w=ay---ame L(M)
g.d.w. es gibt z1, ..., Zm € Z mit 6(zi_1,a;)) =z und z, € E
gdw. zg=¢g a1z1, fir1 <i<m:ay---aj_1z-1 =¢ ai---ajz und
a1 dm—-1Zm—-1 =G 91 dm, d.h. 20 :>E a1 dm
gdw. w=a; -an€ L(G)
Daher gilt L(M) = L(G) und somit ist L(M) reqgular. O]



Beispiel: Konstruktion Typ 3-Grammatik aus DFA

DFA M = ({zy, z1, 22}, {a, b}, d, 20, {z}) mit

b a, b
0(z0,a) =21 0(z1,b) = 29 2 N
6(20, b) =2 5(22, a) = 2 e e a
5(21, a) = 2o 5(22, b) = 2o ‘
b



Beispiel: Konstruktion Typ 3-Grammatik aus DFA

DFA M = ({zy, z1, 22}, {a, b}, d, 20, {z}) mit

b a, b
0(z0,a) =21 0(z1,b) = 29 2 N
6(20, b) =2 5(22, a) = 2 @ e a
5(21, a) = 2o 5(22, b) = 2o ‘
b

Die erzeugte regulare Grammatik dazu ist:

G = ({20, 21, 22}, {a, b}, P, zg) mit
P ={zy — az | bz,
z1 —az | a| bz,
z—az | al bz | b}



Wird jede regulare Sprache durch einen DFA akzeptiert?

» Der vorherige Beweis konstruiert:

Lfiir jeden DFA gibt es eine dquivalente regulare Grammatik*
» Fir die andere Richtung ware notwendig:

Lflir jede requldre Grammatik gibt es einen dquivalenten DFA "



Wird jede regulare Sprache durch einen DFA akzeptiert?

» Der vorherige Beweis konstruiert:
Lfiir jeden DFA gibt es eine dquivalente regulare Grammatik*

» Fir die andere Richtung ware notwendig:
Lflir jede requldre Grammatik gibt es einen dquivalenten DFA "

Problem:
» Produktionen: A — aA; und A — aAs konnen in Grammatiken vorkommen

> Konstruktion des determinstischen Automaten zunachst unklar



Wird jede regulare Sprache durch einen DFA akzeptiert?

» Der vorherige Beweis konstruiert:
Lfiir jeden DFA gibt es eine dquivalente regulare Grammatik*

» Fir die andere Richtung ware notwendig:
Lflir jede requldre Grammatik gibt es einen dquivalenten DFA "

Problem:
» Produktionen: A — aA; und A — aAs konnen in Grammatiken vorkommen

> Konstruktion des determinstischen Automaten zunachst unklar

Daher: Beweis, dass DFAs alle regularen Sprachen akzeptieren, erfolgt auf Umwegen
und verwendet nichtdeterministische endliche Automaten



Nichtdeterministische endliche Automaten

Idee:

P> Zustandswechsel nicht eindeutig, sondern nichtdeterministisch in einen von
mehreren moglichen Zustanden

» D.h. der Automat darf sozusagen , raten”, welchen Nachfolgezustand er wahlt
» Im Zustandsgraph erlaubt:

2 ()
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Nichtdeterministische endliche Automaten

Idee:

P> Zustandswechsel nicht eindeutig, sondern nichtdeterministisch in einen von
mehreren moglichen Zustanden

» D.h. der Automat darf sozusagen , raten”, welchen Nachfolgezustand er wahlt
» Im Zustandsgraph erlaubt:

2 ()
(D

» Technisch:

> DFA$: Z x ¥ — Z und ein Startzustand
> NFAJ: Z x ¥ — P(Z) und Menge von Startzustanden




Definition NFA

Ein nichtdeterministischer endlicher Automat
(nondeterministic finite automaton, NFA) ist ein 5-Tupel (Z, %, 0, S, E) wobei

> 7 ist eine endliche Menge von Zustanden,

» Y ist das (endliche) Eingabealphabet mit ZNX = 0,

> §:Zx Y — P(Z) ist die Zustandsiiberfiihrungsfunktion,
> S C Z ist die Menge der Startzustande und

> £ C Z ist die Menge der Endzustande.




Akzeptanz beim NFA

,Ein Wort w wird vom NFA akzeptiert, wenn es mindestens einen Pfad von einem
Startzustand zu einem Endzustand entlang w gibt. "



Akzeptanz beim NFA

,Ein Wort w wird vom NFA akzeptiert, wenn es mindestens einen Pfad von einem
Startzustand zu einem Endzustand entlang w gibt. "

Sei M =(Z, Z,A(S, S, E) ein NFA.
Wir definieren ¢ : (P(Z) x £*) — P(Z) rekursiv durch

5(X,e) =Xfiralle XCZ
(X, aw) = U 5(8(z, a), w) fiir alle X C Z
zeX
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Akzeptanz beim NFA

,Ein Wort w wird vom NFA akzeptiert, wenn es mindestens einen Pfad von einem
Startzustand zu einem Endzustand entlang w gibt. "

Sei M =(Z, Z,A(S, S, E) ein NFA.
Wir definieren ¢ : (P(Z) x £*) — P(Z) rekursiv durch

5(X,e) =Xfiralle XCZ
(X, aw) = U 5(8(z, a), w) fiir alle X C Z
zeX

Die von M akzeptierte Sprache ist

L(M)={w e x| 8(S, w)NE # 0}



Beispiel: Leere Menge von Startzustanden

Sei M= (Z,%,0,0, E) ein NFA.
Dannist L(M) = 7.



Beispiel: Leere Menge von Startzustanden

Sei M= (Z,%,0,0, E) ein NFA.
Dann ist L(M) = 0.



Beispiel

Sei M = ({20, z1, 22, z3},{a, b, c},6,{z0, z3}, {z3}) ein NFA mit

5(20, a) = {Zo,Zl} 5(21, a) = {Zz} 5(22, a) = {23} 5(23, a) = (Z)
6(z0, b) = {z0} 6(z1,b) = {2} 6(z,b) ={z} &(z3.b)=0
6(z0. ¢) = {z0} 6(z1,¢c) ={z} bz c)={z} 6(z.c)=0

a,b,c
. a a b, c a,b,c
Der Zustandsgraph zu M ist e 4] >@ .

L(M) =7
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Sei M = ({20, z1, 22, z3},{a, b, c},6,{z0, z3}, {z3}) ein NFA mit

5(20, a) = {Zo,Zl} 5(21, a) = {Zz} 5(22, a) = {23} 5(23, a) = (Z)
6(z0, b) = {2} 6(z1,b) = {z} 6(z,b) = {z3} 0&(z3,b)=10
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a,b,c
. a a b, c a,b,c
Der Zustandsgraph zu M ist e 4] >@ .

L(M)={eyu{vaw | ue{a b c}* we{ab c}’}
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Lauf beim NFA

Sei M= (Z,%,6,S, E) ein NFA und w € ¥* mit |w| = n.

Eine Folge von Zustanden qq, .. ., Gn Mit go € S und g; € d(gj—1, w[i]) bezeichnet
man als Lauf von M fiir Wort w.

Ein Lauf der mit einem Endzustand endet, nennen wir auch akzeptierenden Lauf.

Beachte: Wahrend es bei DFAs genau einen Lauf pro Wort gibt, kann es bei NFAs
mehrere geben.




