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Formale Sprachen darstellen

> Sei X ein Alphabet.
» Eine Sprache liber ¥ ist eine Teilmenge von X*.

> ZB. firx ={() +,— * /, a} sei
L arex die Sprache aller korrekt geklammerten Ausdriicke.

ZB.((a+a)—a)xa€ Lakex aber (a—)+a) & Larex.

» Unsere bisherigen Operationen auf Sprachen (Mengen) kénnen das nicht
darstellen.

Benotigt: Formalismus, um L a,gx zu beschreiben



Formale Sprachen darstellen (2)

Anforderungen:
» Endliche Beschreibung
P Sprache selbst muss aber auch unendlich viele Objekte erlauben

Zwei wesentliche solchen Formalismen sind
> Grammatiken

> Automaten



Grammatiken

Grammatik fiir einen sehr kleinen Teil der deutschen Sprache:

<Satz> — <Subjekt><Pradikat><Objekt>
<Subjekt> — <Artikel><Attribut><Nomen>
<Objekt> — <Artikel><Attribut><Nomen>
<Artikel> — ¢

<Artikel> — der

<Artikel> — das

<Attribut> — <Adjektiv>

<Attribut> — <Adjektiv><Attribut>
<Adjektiv> — kleine

<Adjektiv> — groBe

<Adjektiv> — nette

<Adjektiv> — blaue

<Nomen> — Frau

<Nomen> — Mann

<Nomen> — Auto

<Pradikat> — fahrt

<Pradikat> — liebt



Grammatiken

» Endliche Menge von Regeln , linke Seite — rechte Seite”

> Symbole in spitzen Klammern wie <Artikel> sind Variablen,
d.h. sie sind Platzhalter, die weiter ersetzt werden miissen.

> Z.B. kann
. der kleine nette Mann fahrt das groBe blaue Auto*

durch die vorige Grammatik abgeleitet werden.



Syntaxbaum zum Beispiel

<Satz>
<Subjekt> <Pradikat> <Objekt>
T = T
<Artikel> <Attribut> <Nomen>  fahrt  <Artikel> <Attribut> <Nomen>
/N /N
der  <Adjektiv><Attribut> Mann das  <Adjektiv><Attribut>  Auto
| | |
kleine <Adjektiv> groBe <Adjektiv>
| |
nette blaue



Definition einer Grammatik

Eine Grammatik ist ein 4-Tupel G = (V, %, P, S) mit
P> V ist eine endliche Menge von Variablen
(alternativ Nichtterminale, Nichtterminalsymbole)

> ¥ (mit VNX =) ist ein Alphabet von Zeichen
(alternativ Terminale, Terminalsymbole)

» P ist eine endliche Menge von Produktionen von der
Form £ — r wobei £ € (VUX)T und r € (VUX)*

(alternativ Regeln)

> S €V ist das Startsymbol
(alternativ Startvariable)

Manchmal geniigt es, P alleine zu notieren

wenn klar ist, was Variablen, Zeichen und Startsymbol sind
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Beispiel fiir eine Grammatik

G=(V,%,PE)mit
V={E M Z}
Y ={+.%1,2()}

P={E M,
E+ M,
Z,
M x Z,

NNNZ =M
A A A A
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Ableitung
Sei G = (V, %, P, S) eine Grammatik.

Eine Satzform ist ein Wort aus (V U X)*. Fiir Satzformen u, v sagen wir:

u geht unter Grammatik G unmittelbar in v iiber, u =g v, wenn
u=wlwe und v=wyrw, mit ({ —r)€P

> Wenn G klar ist, schreiben wir v = v statt u =¢ v
» =7 sei die reflexiv-transitive Hiille von =

Eine Folge (wp, wi, ..., wy) mit wop =S, wy € Z*und w1 = w; firi=1,...,n
heiBt Ableitung von wj,. Statt (wo, ..., w,) schreiben wir auch wg = ... = w,

TCS | 02 Chomsky-Grammatiken | SoSe 2023 o D




Beispiel

G=WV.Z,PE)ymitV={EMZ}und X ={+,%1,2,(,)} und

P={E — M, E — E+ M, M — Z, M — Mx/Z,
Z — 1, 7z = 2, Z — (E) }

Eine Ableitung von (2+41) * (2+2):

E=M




Beispiel

G=VZ,PRE)ymitV={E,MZ}und X ={+,%1,2,(,)} und

P={E — M, E — E+ M, M — Z M — MxZ,
7 — 1, Z = 2, Z — (E) }

Eine Ableitung von (2+41) * (2+2):

E=>M=MxZ




Beispiel

G=WV.Z,PE)ymitV={EMZ}und X ={+,%1,2,(,)} und

P={E — M, E — E+ M, M — Z, M — Mx/Z,
Z — 1, Z = 2, Z — (E) }

Eine Ableitung von (2+41) * (2+2):

E=M=>MxZ=>27xZ




Beispiel

G=VZ,PRE)ymitV={E,MZ}und X ={+,%1,2,(,)} und

P={E — M, E — E+ M, M — Z M — Mx/Z,
7 — 1, Z = 2, Z = (E) }

Eine Ableitung von (2+41) * (2+2):

EsM=MxZ=Zx7= Zx(E)




Beispiel

G=WV.Z,PE)ymitV={EMZ}und X ={+,%1,2,(,)} und

P={E — M, E — E+ M, M — Z, M — Mx/Z,
Z — 1, Z = 2, Z — (E) }

Eine Ableitung von (2+41) * (2+2):

EsM=MxZ=2Z+Z=Z+(E)= Zx(E+M)



Beispiel

G=VZ,PRE)ymitV={E,MZ}und X ={+,%1,2,(,)} und

P={E — M, E — E+ M, M — Z M — Mx/Z,
7 — 1, Z = 2, Z = (E) }

Eine Ableitung von (2+41) * (2+2):

EsM=MxZ=Z+Z=Z+(E)= Zx(E+M)
= (E)* (E + M)



Beispiel

G=WV.Z,PE)ymitV={EMZ}und X ={+,%1,2,(,)} und

P={E — M, E — E+ M, M — Z, M — Mx/Z,
Z — 1, Z = 2, Z — (E) }

Eine Ableitung von (2+41) * (2+2):

E=M=MxZ=7x2Z=2x(E)=2Zx*(E+ M)
= (E)x(E4+M)=(E)x(E+ 2)



Beispiel

G=WV.Z,PE)ymitV={EMZ}und X ={+,%1,2,(,)} und

P={E — M, E — E+ M, M — Z, M — Mx/Z,
Z — 1, Z = 2, Z — (E) }

Eine Ableitung von (2+41) * (2+2):

E=M=M+Z=Z%Z=Z+(E)= Z*(E+M)
S (E)x(E4+M)=(E)x(E+2Z2)=(E+M)*x(E+ 2)



Beispiel

G=WV.Z,PE)ymitV={EMZ}und X ={+,%1,2,(,)} und

P={E — M, E — E+ M, M — Z, M — Mx/Z,
Z — 1, 7 — 2, Z — (E) }

Eine Ableitung von (2+41) * (2+2):
E=M=MsZ=2+7=2Zx(E)= Z+(E+M)

= (E)x(E+M)=(E)x(E+2Z)=(E+M)*x(E+2)
= (M4 M)x(E+2)



Beispiel

G=WV.Z,PE)ymitV={EMZ}und X ={+,%1,2,(,)} und

P={E — M, E — E+ M, M — Z, M — Mx/Z,
Z — 1, 7 — 2, Z — (E) }

Eine Ableitung von (2+41) * (2+2):
E=M=MsZ=2+7=2Zx(E)= Z+(E+M)

= (E)x(E+M)=(E)x(E+2Z)=(E+M)*x(E+2)
=M+Mx(E+Z)= M+ M)x(M+ 2Z)



Beispiel

G=WV.Z,PE)ymitV={EMZ}und X ={+,%1,2,(,)} und

P={E — M, E — E+ M, M — Z, M — Mx/Z,
Z — 1, Z = 2, Z — (E) }

Eine Ableitung von (2+41) * (2+2):
E=M=MsZ=2+7=2Zx(E)= Z+(E+M)
S (E)x(E4+M)=(E)x(E+2Z2)=(E+M)x(E+ 2)
S=M+Mx(E+2)= (M+M)x(M+ 2)
= (M+M)x(Z+ 2)



Beispiel

G=VZ,PRE)ymitV={E,MZ}und X ={+,%1,2,(,)} und

P={E — M, E — E+ M, M — Z M — Mx/Z,
7 — 1, 7 = 2, Z — (E) }

Eine Ableitung von (2+41) * (2+2):
E=M=MsZ=2+7=2Zx(E)= Z+(E+M)
S (E)x(E4+M)=(E)x(E+2Z2)=(E+M)x(E+ 2)
S=M+Mx(E+2)= (M+M)x(M+ 2)
=M+M)x(Z+2)=(M+M)=x(Z+2)



Beispiel

G=WV.Z,PE)ymitV={EMZ}und X ={+,%1,2,(,)} und

P={E — M, E — E+ M, M — Z, M — Mx/Z,
Z — 1, Z = 2, Z — (E) }

Eine Ableitung von (2+41) * (2+2):

E=>M=MxZ=>7Z+xZ=2%(E)=Zx(E+M)

S (E)x(E4+M)=(E)x(E+2Z2)=(E+M)x(E+ 2)
S=M+Mx(E+2)= (M+M)x(M+ 2)
=>M+M)x(Z+2)= M+ M)=*(Z+2)

= (M+2)«(Z+2)



Beispiel

G=VZ,PRE)ymitV={E,MZ}und X ={+,%1,2,(,)} und

P={E — M, E — E+ M, M — Z M — Mx/Z,
7 — 1, 7 = 2, Z — (E) }

Eine Ableitung von (2+41) * (2+2):

E=>M=MxZ=>7Z+xZ=2%(E)=Z%(E+ M)

S (E)x(E4+M)=(E)x(E+2Z2)=(E+M)x(E+ 2)
S=M+Mx(E+2)= (M+M)x(M+ 2)

= M+M)x(Z+2Z)= M+ M) (Z+2)

= M+2)x(Z+2)= (M+2)*(2+2)



Beispiel

G=WV.Z,PE)ymitV={EMZ}und X ={+,%1,2,(,)} und

P={E — M, E — E+ M, M — Z, M — Mx/Z,
Z — 1, Z = 2, Z — (E) }

Eine Ableitung von (2+41) * (2+2):

E=>M=MxZ=>7Z+xZ=2%(E)=Z%(E+ M)

S (E)x(E4+M)=(E)x(E+2Z2)=(E+M)x(E+ 2)
S=M+Mx(E+2)= (M+M)x(M+ 2)

= M+M)x(Z+2Z)= M+ M) (Z+2)
SM+2D)x(Z+2)=>(M+2)x(2+2)
=>(Z+2)x(2+2)



Beispiel

G=VZ,PRE)ymitV={E,MZ}und X ={+,%1,2,(,)} und

P={E — M, E — E+ M, M — Z M — Mx/Z,
7 — 1, 7 = 2, Z — (E) }

Eine Ableitung von (2+41) * (2+2):

E=>M=MxZ=>7Z+xZ=2%(E)=Z%(E+ M)

S (E)x(E4+M)=(E)x(E+2Z2)=(E+M)x(E+ 2)
S=M+Mx(E+2)= (M+M)x(M+ 2)

= M+M)x(Z+2Z)= M+ M) (Z+2)
=M+2)x(Z+2)=(M+2)x(2+2)

= Z+2)«x24+2)=2+2)x(2+2)



Beispiel

G=VZ,PRE)ymitV={E,MZ}und X ={+,%1,2,(,)} und

P={E — M, E — E+ M, M — Z M — Mx/Z,
7 — 1, Z = 2, Z — (E) }

Eine Ableitung von (2+41) * (2+2):

E=>M=MxZ=>7Z+xZ=2%(E)=Z%(E+ M)

S (E)x(E4+M)=(E)x(E+2Z2)=(E+M)x(E+ 2)
S=M+Mx(E+2)= (M+M)x(M+ 2)

= M+M)x(Z+2Z)= M+ M) (Z+2)
=M+2)x(Z+2)=(M+2)x(2+2)

= Z+2)«x24+2)=2+2)x(2+2)

= 02+1)%(242)



Beispiel: Ableitungen sind nicht eindeutig

Ableitung von letzter Folie (keine Linksableitung):
E=M=>MxZ=2xZ=2Z%(E)=Zx(E+ M)
= (E)«(E+M) = (E)*(E+2) = (E+M)*(E+2)
>M+M*x(E4+2)=(M+M)x(M+ 2)
>M+M*x(Z+2)= (M+M)x*(Z+2)
=>M+2)x(Z+2)=(M+2)x(2+2)
=(Z+2)«x24+2)=2+2)*(2+2)
=02+1)=*(2+2)

Linksableitung: ersetzt immer die linkeste Variable
E=M=>MxZ=72xZ=(E)xZ

S (E4+MxZ=(M+M)xZ=(Z+M)xZ
S>Q2+MxZ=>2+20)xZ=>2+1)xZ=(2+1)x(E)
S R+D*(E4+M)=2+D)«x(M+M)=24+1)*x(Z+ M)
S>2+D)xQR+M)=2+1)x(2+ 2)

= 2+1)*x(2+2)



Syntaxbaum (zu beiden Ableitungen)

E
/\//
! /i\
N l )

E + M M Z
i i ! I}
M 7 Z 2
i i !
Z 1 2
i
2




Nichtdeterminismus beim Ableiten

Fiir eine Satzform u kann es verschiedene Satzformen v geben mit u =g v.

Quellen des Nichtdeterminismus:

> Wahle welche Produktion £ — r aus P angewendet wird.
> Waihle die Position des Teilworts ¢ in u, das durch r ersetzt wird.

Aber: Es gibt nur endlich viele Satzformen v fiir jeden Schritt.



Erzeugte Sprache

Die von einer Grammatik G = (V, X, P, S) erzeugte Sprache L(G) ist

L(G) ={we X" | S=; w}




Beispiele

G = ({S}.{a}.{S = as}, 9)
L(G1) =7

Gy = ({S'}.{a. b}, {S' = aS',S' = b}, S)
L(Gy) =7




Beispiele
G1 = ({5} {a}. {5 = a5}, 9)
L(Gy) =7
> S = aS = aaS=...endet nie
> Andere Ableitungen gibt es nicht
» Daher sind keine Worter aus {a}* ableitbar

Gy = ({S'}.{a. b}, {S' = aS',S' = b}, S)
L(Gy) =7



Beispiele
G1 = ({S}.{a}. {S = as}.S)
L(G1)=10
> S = a5 = aaS = ... endet nie
> Andere Ableitungen gibt es nicht
» Daher sind keine Worter aus {a}* ableitbar

Gy = ({S'}.{a. b}, {S' = aS',S' = b}, S)
L(Gy) =7



Beispiele
G1 = ({5} {a}. {5 = a5}, 9)
L(G1)=10
> S = aS = aaS=...endet nie
> Andere Ableitungen gibt es nicht
» Daher sind keine Worter aus {a}* ableitbar

Go=({S'}. {a b}, {S'—aS" 5 — b}, 5)

L(Gp) =7
s ? as’ ? aaS’ ? aaaS' = aaaaS' —=p -
v v v 2 v
» b ab aab aaab aaaab

» Fiiralle i e Ngilt S='a'S = a'b



Beispiele
G1 = ({5} {a}. {5 = a5}, 9)
L(G1)=10
> S = aS = aaS=...endet nie
> Andere Ableitungen gibt es nicht
» Daher sind keine Worter aus {a}* ableitbar

G =({S'}.{a, b}, {S'— aS", 5" — b}, S
L(Gp) ={a"b| ne N}

s ? as’ ? aaS’ ? aaaS' = aaaaS' —=p -
v v v 2 v
» b ab aab aaab aaaab

» Fiiralle i e Ngilt S='a'S = a'b



Die Chomsky-Hierarchie

Noam Chomsky teilte die Grammatiken in Typen 0 bis 3:
Sei G = (V,Z, P, S) eine Grammatik.



Die Chomsky-Hierarchie

Noam Chomsky teilte die Grammatiken in Typen 0 bis 3:
Sei G = (V,Z, P, S) eine Grammatik.

G ist automatisch vom Typ 0




Die Chomsky-Hierarchie

Noam Chomsky teilte die Grammatiken in Typen 0 bis 3:

Sei G = (V,Z, P, S) eine Grammatik.

G ist automatisch vom Typ 0

fir alle (£ —r) € P: |£] <|r]




Die Chomsky-Hierarchie

Noam Chomsky teilte die Grammatiken in Typen 0 bis 3:
Sei G = (V,Z, P, S) eine Grammatik.

G ist automatisch vom Typ 0

fir alle (£ —r) € P: |£] <|r]

G ist vom Typ 1 und fiir alle (£ - r) € P gilt £ €V

TCS | 02 Chomsky-Grammatiken | SoSe 2023 16/18



Die Chomsky-Hierarchie

Noam Chomsky teilte die Grammatiken in Typen 0 bis 3:
Sei G = (V,Z, P, S) eine Grammatik.

G ist automatisch vom Typ 0

fir alle (£ —r) € P: |£] <|r]

G ist vom Typ 1 und fiir alle (£ - r) € P gilt £ €V

G ist vom Typ 2 und fiir alle (A —r) € P gilt: r=a oder r = aA' firae X, A eV
(die rechten Seiten sind Worter aus ¥~ U XV)
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Typ i-Sprachen

Fir i =0, 1, 2,3 nennt man eine formale Sprache L C >* vom Typ /,
falls es eine Typ i-Grammatik G gibt, sodass L(G) = L gilt.

Spricht man von dem Typ einer formalen Sprache, so ist meistens der
groBtmogliche Typ gemeint.




Beispiele

» Gy = ({S} {a,b},{S — aS,S — b}, S) ist regular (Typ 3)




Beispiele

» Gy = ({S} {a,b},{S — aS,S — b}, S) ist regular (Typ 3)

> Go={E M Z} {+ %1,2,(,)}, P E) mit
P={E—-M, E-E4+M M—=2Z M—MxZ,
Z—1, Z—2, Z— (E)} ist kontextfrei (Typ 2)



Beispiele

» Gy = ({S} {a,b},{S — aS,S — b}, S) ist regular (Typ 3)

> Go={E M Z} {+ %1,2,(,)}, P E) mit
P={E—-M, E-E4+M M—=2Z M—MxZ,
Z—1, Z—2, Z— (E)} ist kontextfrei (Typ 2)

> G3=({S B,C} {a b,c}, P S) mit
P={S—aSBC, S— aBC, CB — BC, aB — ab,
bB — bb, bC — bc, cC — cc} ist kontextsensitiv (Typ 1)



Beispiele

» Gy = ({S} {a,b},{S — aS,S — b}, S) ist regular (Typ 3)

> Go={E M Z} {+ %1,2,(,)}, P E) mit
P={E—-M, E-E4+M M—=2Z M—MxZ,
Z—1, Z—2, Z— (E)} ist kontextfrei (Typ 2)

» G3=({S, B,C},{a,b,c}, P S) mit
P={S—aSBC, S— aBC, CB — BC, aB — ab,
bB — bb, bC — bc, cC — cc} ist kontextsensitiv (Typ 1)
» G,=({S, T.A B,%},{a, b}, P,S) mit
P={S—$T$ T —aAT, T —bBT, T —¢, $a— as$,
$b — b$, Aa— aA, Ab— bA, Ba— aB, Bb— bB,
A% — $a, B$ — $b, $$ — €} ist vom Typ O



