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Erinnerung: Graphenprobleme in NP

Problem Independent Set

Instanz: Graph G = (V ,E ), k ∈ N

Frage: Gibt es unabhängige M enge I mit |I | ≥ k ?

unabhängige M enge: I ⊆ V mit {x , y } /∈ E für alle x , y ∈ I

Problem V ertex C over

Instanz: Graph G = (V ,E ), k ∈ N

Frage: Gibt es vertex cover U mit |U | ≤ k ?

Vertex cover: U ⊆ V mit e ∩ U 6= ∅ für alle e ∈ E
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Erinnerung: Graphenprobleme in NP

Problem Independent Set

Instanz: Graph G = (V ,E ), k ∈ N

Frage: Gibt es unabhängige Menge I mit |I | ≥ k ?

unabhängige Menge: I ⊆ V mit {x , y } /∈ E für alle x , y ∈ I

Problem Vertex Cover

Instanz: Graph G = (V ,E ), k ∈ N

Frage: Gibt es vertex cover U mit |U | ≤ k ?

Vertex cover: U ⊆ V mit e ∩ U 6= ∅ für alle e ∈ E
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NP-vollständige Graphenprobleme

T heorem

Independent Set ist NP-vollständig.

Beweis: D urch R eduktion von 3-SAT .

K orollar

V ertex C over ist N P-vollsẗandig.

Beweis: Independent Set ≤P V ertex C over
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Beweis: D urch R eduktion von 3-SAT .

K orollar

V ertex C over ist N P-vollsẗandig.
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Reduktion von Independent Set auf

Vertex Cover

Lem m a

Independent Set ≤P Vertex Cover

Beweis: I ⊆ V ist unabhängig gdw. V \ I ein V ertex Cover ist.

A lso hatG eine unabhängige M enge der G r̈oße k

gdw. G eine V ertex Cover der G r̈oße |V |− k hat.

 (G , k) 7→ (G , |V |− k) ist polynom ielle R eduktion

von Independent Set aufVertex Cover.
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Reduktion von 3-SAT auf Independent Set

Sei F = C1 ∧ . . . ∧ Cm, und Ci = ai,1 ∨ ai,2 ∨ ai,3

Konstruiere Graphen G (F ) mit:

G (F ) hat unabh. Menge I mit |I | ≥ m gdw. F erfüllbar ist.

I Knoten: vi,j für jedes 1 ≤ i ≤ m und j = 1, 2, 3

I D reieck vi,1, vi,2, vi,3 für jedes i

I Kanten {vi,j , vi ′,j ′ } wenn ai,j = ¬ai ′,j ′

Es gilt:

I I mit |I | = m  αI so dass αI |= F

I α mit α |= F  I (α) mit |I (α)| = m
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P roblem e

W eitere

N P -vollsẗandige

P roblem e

G raphenproblem e

D as P roblem des
H andlungsreisenden

E in A usw ahlproblem

Reduktion von 3-SAT auf Independent Set

Sei F = C1 ∧ . . . ∧ Cm, und Ci = ai,1 ∨ ai,2 ∨ ai,3

Konstruiere Graphen G (F ) mit:

G (F ) hat unabh. Menge I mit |I | ≥ m gdw. F erfüllbar ist.
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Hamilton-Kreise

Ein H am ilton-K reis in G = (V ,E ) m it |V | = n ist ein

geschlossener W eg

v1, . . . , vn, vn+1 = v1 m it {vi , vi+1} ∈ E für alle i ≤ n

in dem jeder K noten genau einm alvorkom m t,also

{v1, . . . , vn} = V

Problem Hamilton-Kreis

Instanz: G raph G = (V ,E )

Frage: G ibt es einen H am ilton-K reis in G ?

Problem Gerichteter Hamilton-Kreis

Instanz: gerichteter G raph G = (V ,E ) m it E ⊆ V × V

Frage: G ibt es einen H am ilton-K reis in G ?
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P roblem e

W eitere

N P -vollsẗandige
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NP-Vollständigkeit von Hamilton-Kreis

Satz

Hamilton-Kreis ist NP-vollständig.

Lem m a

3-SAT ≤P G erichteter Hamilton-Kreis

Lem m a

G erichteter Hamilton-Kreis ≤P Hamilton-Kreis
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Das Problem des Handlungsreisenden

Problem TSP

Instanz: n × n-Matrix D =
(

d(i , j)
)

mit d(i , j) ∈ N,

Zahl k ∈ N

Frage: Gibt es eine Permutation p1, . . . , pn

mit
∑

n−1

i=1 d(pi , pi+1) + d(pn, p1) ≤ k .

Satz

TSP ist N P-vollsẗandig

B ew eis: durch R eduktion von H am ilton-K reis aufTSP.
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Das Problem Subset Sum

Problem Subset Sum

Instanz: Zahlen a1, a2, . . . , an ∈ N, t ∈ N

Frage: Gibt es eine Teilmenge I ⊆ {1, . . . , n}

mit
∑

i∈I
ai = t ?

T heorem

Subset Sum ist N P-vollständig.

D as Problem ist offensichtlich in N P.

W ir zeigen: 3-SAT ≤P Subset Sum.
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Reduktion von 3-SAT auf Subset Sum

Sei F = C1 ∧ . . . ∧ Cm eine Formel in 3-KNF,

in den Variablen x1, . . . , xn

Für 1 ≤ i ≤ n:

ai := 10m−1+i
+
∑

xi∈Cj
10j−1

bi := 10m−1+i
+
∑

x̄i∈Cj
10j−1

Für 1 ≤ j ≤ m:

cj = dj = 10j−1

t :=
∑n

i=1 10
m−1+i

+
∑m

j=1 3 · 10
j−1

Es gilt: Es gibt eine Teilmenge der Zahlen a1, b1, . . . , an, bn,

c1, d1, . . . , cm, dm mit Summe t gdw. F erfüllbar ist.
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Für 1 ≤ i ≤ n:
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+
∑
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10j−1

Für 1 ≤ j ≤ m:

cj = dj = 10j−1

t :=
∑n

i=1 10
m−1+i

+
∑m

j=1 3 · 10
j−1

Es gilt: Es gibt eine Teilmenge der Zahlen a1, b1, . . . , an, bn,

c1, d1, . . . , cm, dm mit Summe t gdw. F erfüllbar ist.
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