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O perationen aufSprachen

Für Sprachen L, L ′ ⊆ Σ∗ definiere:

L · L ′ :=
{

u · v ; u ∈ L und v ∈ L ′
}

D ie K leenesche H ülle L∗ einer Sprache L ⊆ Σ∗ ist definiert:

L0 := {ε}

Li+1 := Li · L

L∗ :=
⋃

i≥0

Li

L∗ ist die M enge aller W örter der Form w = v1 . . . vn

mit vi ∈ L für alle i .
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L∗ ist die M enge aller W örter der Form w = v1 . . . vn

mit vi ∈ L für alle i .



Theorie für MI

Endliche A utom aten

Ä quivalenz der

A utom atenm odelle

R egul̈are A usdrücke
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K leene’sche H ülle

B eispiel:

L = { 01 , 110 }

L∗ =
{

ε , 01 , 110 , 0101 , 01110 , 11001 , 010101 , 110110 ,

0101110 , 0111001 , 1100101 , 01010101 , . . .
}

Eigenschaften:

I

(

L∗
)∗

= L∗

I ∅∗ = {ε}

I {ε}∗ = {ε}

I L∗ ist unendlich, außer in diesen 2 Fällen
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B eispiel:

L = { 01 , 110 }

L∗ =
{

ε , 01 , 110 , 0101 , 01110 , 11001 , 010101 , 110110 ,

0101110 , 0111001 , 1100101 , 01010101 , . . .
}

Eigenschaften:

I

(

L∗
)∗

= L∗

I ∅∗ = {ε}

I {ε}∗ = {ε}

I L∗ ist unendlich, außer in diesen 2 Fällen



Theorie für MI

Endliche A utom aten
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Ä quivalenz der

A utom atenm odelle

R egul̈are A usdrücke
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Regul̈are A usdrücke

R eguläre Ausdrücke und ihre Sprachen sind induktiv definiert:

I K onstanten ε und ∅ sind reguläre Ausdrücke,

mit L(ε) = {ε} und L(∅) = ∅

I Für a ∈ Σ ist a ein regulärer Ausdruck,

mit L(a) = {a}

I Sind E ,F reguläre Ausdrücke, dann auch (E + F ),

mit L(E + F ) = L(E ) ∪ L(F )

I Sind E ,F reguläre Ausdrücke, dann auch (E · F ),

mit L(E · F ) = L(E ) · L(F )

I Ist E regulärer Ausdruck, dann auch E∗,

mit L(E∗) = L(E )∗
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Abkürzende Schreibw eisen

I B ei mehreren + w erden K lammern w eggelassen:

(a + b + c) statt ((a + b) + c)

I D er · w ird auch w eggelassen:

rs statt r · s

I Auch bei · können K lammern w eggelassen w erden:

(abc) statt ((ab)c)

I M it Vorrangregeln: ∗ vor · vor +

können K lammern eingespart w erden:

01+ 10∗ statt ((01) + (1(0∗)))
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Ä quivalenz der

A utom atenm odelle

R egul̈are A usdrücke
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B eispiele

I (0+ 1)∗01(0+ 1)∗

I

(

b + c + ab + ac + aab
)∗

I (b + c)∗a(a + b + c)∗a + (a + c)∗b(a + b + c)∗b

+(a + b)∗c(a + b + c)∗c
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Ä quivalenz der

A utom atenm odelle

R egul̈are A usdrücke
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Regeln zum Vereinfachen

I K ommutativgesetz

(R + S) = (S + R)

I N eutrale Elemente

∅+ R = R + ∅ = R εR = Rε = R

I Absorption

∅R = R∅ = ∅

I D istributivgesetze

R(S + T ) = RS + RT (S + T )R = SR + TR

I G esetze über K leene-Stern

(R∗)∗ = R∗ ∅∗ = ε ε∗ = ε
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D efinition

N EA aus regul̈arem
A usdruck

R egul̈arer A usdruck
aus N EA

P um ping Lem m a

K ontextfreie Sprachen

P ushdow n-A utom aten

Regeln zum Vereinfachen

I K ommutativgesetz

(R + S) = (S + R)

I N eutrale Elemente

∅+ R = R + ∅ = R εR = Rε = R

I Absorption

∅R = R∅ = ∅

I D istributivgesetze

R(S + T ) = RS + RT (S + T )R = SR + TR

I G esetze über K leene-Stern

(R∗)∗ = R∗ ∅∗ = ε ε∗ = ε



Theorie für MI

Endliche A utom aten
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(R∗)∗ = R∗ ∅∗ = ε ε∗ = ε
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K ontextfreie Sprachen

P ushdow n-A utom aten

Regul̈are A usdrücke in der P raxis

R eguläre Ausdrücke kommen z.B . in Skriptsprachen vor.

D ort w ird eine reichhaltigere Syntax verw endet:

N otation: steht für:

[abcd] (a + b + c + d)

[0− 9] (0+ 1+ . . .+ 9)

. beliebiges Symbol

R | S R + S

R∗ R∗

R? ε+ R

R+ RR∗

R[5] RRRRR
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Ä quivalenz der

A utom atenm odelle

R egul̈are A usdrücke
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Ausdrucksstärke

W ir w erden im Folgenden zeigen:

T heorem

Regul̈are Ausdrücke beschreiben genau die Sprachen,die von D EA
(oder N EA,ε-N EA) erkannt werden.

D azu zeigen w ir zw ei Teile:

Lem m a

Für jeden regul̈aren Ausdruck R gibt es einen ε-N EA AR m it
L(AR) = L(R).

Lem m a

Für jeden N EA A gibt es einen regul̈aren Ausdruck RA m it
L(RA) = L(A).
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Regul̈are Ausdrücke beschreiben genau die Sprachen,die von D EA
(oder N EA,ε-N EA) erkannt werden.

D azu zeigen w ir zw ei Teile:

Lem m a

Für jeden regul̈aren Ausdruck R gibt es einen ε-N EA AR m it
L(AR) = L(R).

Lem m a

Für jeden N EA A gibt es einen regul̈aren Ausdruck RA m it
L(RA) = L(A).



Theorie für MI

Endliche A utom aten
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Für jeden regulären Ausdruck R definiere ε-N EA AR

mit L(AR) = L(R) und

I genau einem Endzustand,

F = {qf }

I kein Ü bergang in den Startzustand,

q0 /∈ δ(q, a) für alle q und a

I kein Ü bergang aus dem Endzustand,

δ(qf , a) = ∅ für alle a
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Für jeden regulären Ausdruck R definiere ε-N EA AR

mit L(AR) = L(R) und

I genau einem Endzustand,

F = {qf }
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Ä quivalenz der

A utom atenm odelle

R egul̈are A usdrücke

D efinition

N EA aus regul̈arem
A usdruck

R egul̈arer A usdruck
aus N EA

P um ping Lem m a

K ontextfreie Sprachen

P ushdow n-A utom aten

K onstruktion des ε-N EA

K onstruktion eines ε-N EA für regulären Ausdruck R :
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ε

R = a
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R = ∅

R = ε

ε

R = a
a



Theorie für MI

Endliche A utom aten
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D efinition

N EA aus regul̈arem
A usdruck

R egul̈arer A usdruck
aus N EA

P um ping Lem m a

K ontextfreie Sprachen

P ushdow n-A utom aten

K onstruktion des ε-N EA 2

K onstruktion eines ε-N EA für regulären Ausdruck:
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D efinition

N EA aus regul̈arem
A usdruck

R egul̈arer A usdruck
aus N EA

P um ping Lem m a

K ontextfreie Sprachen

P ushdow n-A utom aten

K onstruktion des ε-N EA 3

K onstruktion eines ε-N EA für regulären Ausdruck:
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Erfüllt L ⊆ Σ∗ die G leichung L = UL

dann gilt: L = ∅
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Ä quivalenz der

A utom atenm odelle

R egul̈are A usdrücke
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Lq erfüllt die G leichung:

Lq =
∑

a∈Σ

∑

p∈δ(q,a)

a Lp

Lq =
∑

a∈Σ

∑

p∈δ(q,a)

a Lp + ε für q ∈ F

 G leichungssystem für die Lq,

kann mit Arden’s Lemma gelöst w erden.
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D efinition

N EA aus regul̈arem
A usdruck

R egul̈arer A usdruck
aus N EA

P um ping Lem m a

K ontextfreie Sprachen

P ushdow n-A utom aten

B eispiel

0

1 3

2

b

b

a

a

a

a

G leichungssystem zum N EA A:

L0 = a L1 + b L2

L1 = a L0

L2 = a L3 + b L0 + ε

L3 = a L2

Lösung: L(A) = L0 =
(

aa + b(aa)∗b
)∗
b(aa)∗



Theorie für MI

Endliche A utom aten
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