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Operationen auf Sprachen

Fiir Sprachen L, L’ C Z* definiere:

L-L’ 3={U°V;u€LundveL’} Definition
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Operationen auf Sprachen

Fiir Sprachen L, L’ C X* definiere:

Definition

/. . /
L : L o { u-v y uc L Und S L } NEA aus reguldrem
Ausdruck

Regularer Ausdruck
aus NEA

Die Kleenesche Hiille L* einer Sprache L C X* ist definiert:

[0 :={e}
LHh=1 L
L= 0
i>0

L* ist die Menge aller Worter der Form w = vy ... v,

mit v; € L fur alle /.
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Beispiel:

[ ={01, 110} Definition
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0101110, 0111001, 1100101, 01010101, ... }
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Kleene'sche Hiille

Beispiel:
[ ={01, 110} Definition

* ={e, 01,110, 0101, 01110, 11001, 010101, 110110,
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Kleene'sche Hiille

Beispiel:

[ ={01, 110} Definition

* ={e, 01,110, 0101, 01110, 11001, 010101, 110110,
0101110, 0111001, 1100101, 01010101, ... }

Figenschaften:
> (L¥)" =L
> 0* ={e}
> (e} =€}
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Kleene'sche Hiille

Beispiel:

[ ={01, 110} Definition

* ={e, 01,110, 0101, 01110, 11001, 010101, 110110,
0101110, 0111001, 1100101, 01010101, ... }

Eigenschaften:

> 0" ={e}
> {e}* ={€}

» L* ist unendlich, auBer in diesen 2 Fallen
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mit L(e) ={e} und L(0) =0
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Regulare Ausdriicke und ihre Sprachen sind induktiv definiert:
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» Fiir a € X ist a ein regularer Ausdruck,
mit L(a) = {a}
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Regulare Ausdriicke und ihre Sprachen sind induktiv definiert:

» Konstanten € und () sind reguldre Ausdriicke, Definition
mit L(e) ={e} und L(0) =0

» Fiir a € X ist a ein regularer Ausdruck,
mit L(a) = {a}
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Regulare Ausdriicke

Regulare Ausdriicke und ihre Sprachen sind induktiv definiert:

» Konstanten € und () sind reguldre Ausdriicke,
mit L(e) ={e}und L(D) =0

» Fiir a € X ist a ein regularer Ausdruck,
mit L(a) = {a}

» Sind E, F reguldre Ausdriicke, dann auch (E + F),
mit L(E + F) = L(E) U L(F)

» Sind E, F reguldre Ausdriicke, dann auch (E - F),
mit L(E - F) = L(E) - L(F)
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Definition



Regulare Ausdriicke

Regulare Ausdriicke und ihre Sprachen sind induktiv definiert:

>

Konstanten € und () sind reguldre Ausdriicke,
mit L(e) ={e} und L(0) =0

Fiir a € X ist a ein regularer Ausdruck,
mit L(a) = {a}

Sind E, F reguldre Ausdriicke, dann auch (E + F),
mit L(E + F) = L(E) U L(F)

Sind E, F reguldre Ausdriicke, dann auch (E - F),
mit L(E-F)=L(E)-L(F)

Ist E regularer Ausdruck, dann auch E*,
mit L(E*) = L(E)*
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Definition
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Abklirzende Schreibweisen

» Bei mehreren 4+ werden Klammern weggelassen:

(a+ b+ c) statt ((a+ b) + ¢) Definition
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Abklirzende Schreibweisen

» Bei mehreren 4+ werden Klammern weggelassen:
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» Der - wird auch weggelassen:

rs statt r - s
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Abklirzende Schreibweisen

» Bei mehreren 4+ werden Klammern weggelassen:
(a+ b+ c) statt ((a+ b) + ¢) Sefifar
» Der - wird auch weggelassen:
rs statt r - s
» Auch bei - konnen Klammern weggelassen werden:
(abc) statt ((ab)c)

» Mit Vorrangregeln:  x vor - vor +

konnen Klammern eingespart werden:

01 + 10™ statt ((01) + (1(0%)))



> (0+1)*01(0 +1)*

«O» «F»r» « >

«E>»




> (0+1)*01(0 +1)*

> (b—l—c—l—ab—l—ac_|_aab)*

«O» «F»r» «=>»

«E>»
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Beispiele

Definition

> (0+1)*01(0 + 1)*
> (b+c+ab+ac+aab)*

» (b+c)*ala+b+c)*a+ (a+c)*bla+b+c)*b
+(a+ b)*cla+ b+ c)*c



Theorie fiir Ml

Beispiele

Definition

> (04 1)*01(0+ 1)*
> (b+c+ab+ac+aab)’

» (b+c)fala+b+c)fa+ (a+c)*bla+b+c)*b
+(a+ b)*cla+ b+ c)*c
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Beispiele

Definition

> (04 1)*01(0+ 1)*
> (b+c+ab+ac+aab)’

» (b+c)*ala+b+c)*a+ (a+c)*bla+b+c)"b
+(a+ b)*cla+ b+ c)*c
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Beispiele

Definition

> (04 1)*01(0+ 1)*
> (b+c+ab+ac+aab)’

» (b+c)*ala+b+c)*a+ (a+c)*bla+b+c)*b
+(a+ b)*cla+ b+ c)*c



Regeln zum Vereinfachen

» Kommutativgesetz

(R+S)=(5S+R)

«4O)r «4F»r « =)>»

« =)




Regeln zum Vereinfachen

» Kommutativgesetz
(R+S)=(S+R)

» Neutrale Elemente

D+R=R+0=R

eR=Re=R
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Definition



Regeln zum Vereinfachen

» Kommutativgesetz
(R+S)=(S+R)

» Neutrale Elemente
D+R=R+0=R

» Absorption
DR=RO =10

eR=Re=R
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Definition



Regeln zum Vereinfachen

» Kommutativgesetz
(R+S)=(S+R)

» Neutrale Elemente
D+R=R+0=R

» Absorption
DR =R0O =10

» Distributivgesetze
R(S4+T)=RS+RT

eR=Re=R

(S+ T)R=SR+ TR

Theorie fiir Ml

Definition



Regeln zum Vereinfachen

» Kommutativgesetz
(R+S)=(S+R)

» Neutrale Elemente
D+R=R+0=R

» Absorption
DR =R0O =10

» Distributivgesetze
R(S4+T)=RS+RT

» Gesetze liber Kleene-Stern

€

eR=Re=R

(S+ T)R=SR+ TR

Theorie fiir Ml

Definition
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Regulare Ausdriicke in der Praxis

Regulare Ausdriicke kommen z.B. in Skriptsprachen vor.

Dort wird eine reichhaltigere Syntax verwendet:

Definition

Notation: steht fur:



Regulare Ausdriicke in der Praxis

Regulare Ausdriicke kommen z.B. in Skriptsprachen vor.

Dort wird eine reichhaltigere Syntax verwendet:

Notation: steht fur:

labcd] (a+b+c+d)
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Regulare Ausdriicke in der Praxis

Regulare Ausdriicke kommen z.B. in Skriptsprachen vor.

Dort wird eine reichhaltigere Syntax verwendet:

Notation: steht fur:

labcd] (a+b+c+d)
[0 — 9] 0+1+...49)

Theorie fiir Ml

Definition



Regulare Ausdriicke in der Praxis

Regulare Ausdriicke kommen z.B. in Skriptsprachen vor.

Dort wird eine reichhaltigere Syntax verwendet:

Notation: steht fur:
labcd] (a+b+c+d)
[0 — 9] O0O+1+...4+9)

beliebiges Symbol
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Regulare Ausdriicke in der Praxis

Regulare Ausdriicke kommen z.B. in Skriptsprachen vor.

Dort wird eine reichhaltigere Syntax verwendet:

Notation: steht fur:
labcd] (a+b+c+d)
[0 — 9] O0O+1+...4+9)

beliebiges Symbol
R|S R+S
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Definition



Regulare Ausdriicke in der Praxis

Regulare Ausdriicke kommen z.B. in Skriptsprachen vor.

Dort wird eine reichhaltigere Syntax verwendet:

Notation: steht fur:
labcd] (a+b+c+d)
[0 — 9] O0O+1+...4+9)

beliebiges Symbol
R|S R+S
R R*
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Definition



Regulare Ausdriicke in der Praxis

Regulare Ausdriicke kommen z.B. in Skriptsprachen vor.

Dort wird eine reichhaltigere Syntax verwendet:

Notation: steht fur:
labcd] (a+b+c+d)
[0 — 9] O0O+1+...4+9)

beliebiges Symbol
R|S R+S
R R*

R? €+ R

Theorie fiir Ml

Definition
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Regulare Ausdriicke in der Praxis

Regulare Ausdriicke kommen z.B. in Skriptsprachen vor.

Dort wird eine reichhaltigere Syntax verwendet:

Definition

Notation: steht fur:
labcd] (a+b+c+d)
[0 — 9] O0O+1+...4+9)

beliebiges Symbol

R|S R+ S
Rx* R*
R? €+ R

R+ RR*
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Regulare Ausdriicke in der Praxis

Regulare Ausdriicke kommen z.B. in Skriptsprachen vor.

Dort wird eine reichhaltigere Syntax verwendet:

Definition

Notation: steht fur:
labcd] (a+b+c+d)
[0 — 9] O0O+1+...4+9)

beliebiges Symbol

R|S R+S
R R*

R? €+ R
R+ RR*

R[5] RRRRR
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Ausdrucksstarke

Wir werden im Folgenden zeigen:

Theorem

Regulire Ausdriicke beschreiben genau die Sprachen, die von DEA pefinition
(oder NEA, e-NEA) erkannt werden.
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Ausdrucksstarke

Wir werden im Folgenden zeigen:

Theorem

Regulire Ausdriicke beschreiben genau die Sprachen, die von DEA pefinition
(oder NEA, e-NEA) erkannt werden.

Dazu zeigen wir zwei Teile:

Lemma

Fiir jeden regularen Ausdruck R gibt es einen e-NEA Ar mit
L(Ar) = L(R).
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Ausdrucksstarke

Wir werden im Folgenden zeigen:

Theorem

Definition

Regulare Ausdriicke beschreiben genau die Sprachen, die von DEA
(oder NEA, e-NEA) erkannt werden.

Dazu zeigen wir zwei Teile:

Lemma

Fiir jeden regularen Ausdruck R gibt es einen e-NEA Ar mit
L(Ar) = L(R).

Lemma

Fiir jeden NEA A gibt es einen regularen Ausdruck Ry mit
L(Ra) = L(A).



Theorie fiir Ml

Vom regularen Ausdruck zum Automaten

Fiir jeden regularen Ausdruck R definiere e-NEA Ag
mit L(Agr) = L(R) und

NEA aus regularem
Ausdruck



Theorie fiir Ml

Vom regularen Ausdruck zum Automaten

Fiir jeden regularen Ausdruck R definiere e-NEA Ag
mit L(Agr) = L(R) und

> genau e|nem EndZUStand, NEA aus reguldrem

Ausdruck
F ={qr}



Vom regularen Ausdruck zum Automaten

Fiir jeden regularen Ausdruck R definiere e-NEA Ag
mit L(Agr) = L(R) und

» genau einem Endzustand,

F =1{qr}

» kein Ubergang in den Startzustand,

qgo € &(g,a) fiir alle g und a

Theorie fiir Ml

NEA aus regularem
Ausdruck



Vom regularen Ausdruck zum Automaten

Fiir jeden regularen Ausdruck R definiere e-NEA Ag
mit L(Agr) = L(R) und

» genau einem Endzustand,

F =1{qr}

» kein Ubergang in den Startzustand,

qgo € &(g,a) fiir alle g und a

» kein Ubergang aus dem Endzustand,

d(gr,a) =0  fur alle a

Theorie fiir Ml

NEA aus regularem
Ausdruck
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Konstruktion eines e-NEA fiir regularen Ausdruck R:

NEA aus regularem
Ausdruck
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Konstruktion des e-NEA

Konstruktion eines e-NEA fiir regularen Ausdruck R:
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Konstruktion des e-NEA

Konstruktion eines e-NEA fiir regularen Ausdruck R:
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R =0 -0 O
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Konstruktion des e-NEA

Konstruktion eines e-NEA fiir regularen Ausdruck R:

NEA aus regularem
Ausdruck

R =0 -0 O
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Konstruktion des e-NEA 2

Konstruktion eines e-NEA fiir regularen Ausdruck:

NEA aus regularem
Ausdruck
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Konstruktion des e-NEA 2

Konstruktion eines e-NEA fiir regularen Ausdruck:

NEA aus regularem
Ausdruck

R-S
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Konstruktion des e-NEA 2

Konstruktion eines e-NEA fiir regularen Ausdruck:

s foro) ©50

NEA aus regularem
Ausdruck
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Konstruktion des e-NEA 2

Konstruktion eines e-NEA fiir regularen Ausdruck:

R-S {@ R Q}*‘Z—EQ S @]

NEA aus regularem
Ausdruck
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Konstruktion des e-NEA 2

Konstruktion eines e-NEA fiir regularen Ausdruck:

R-S {@ R Q}*‘Z—EQ S @]

NEA aus regularem
Ausdruck

R+S
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Konstruktion des e-NEA 2

Konstruktion eines e-NEA fiir regularen Ausdruck:

s H0r0){0s0

NEA aus regularem
Ausdruck

©ro
©50

R+S




Konstruktion des e-NEA 2

Konstruktion eines e-NEA fiir regularen Ausdruck:

O RO}*HO s O]

R+S

—O

O ® O

CEI®)

O

Theorie fiir

Ml

NEA aus regulare

Ausdruck
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Konstruktion des e-NEA 2

Konstruktion eines e-NEA fiir regularen Ausdruck:

s H0r0){0s0

OB
R+S 8
%N@s@je/©

NEA aus regularem
Ausdruck
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Konstruktion des e-NEA 3

Konstruktion eines e-NEA fiir regularen Ausdruck: NEA aus regulirem
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Konstruktion des e-NEA 3

Konstruktion eines e-NEA fiir regularen Ausdruck: NEA aus regulirem

R*



Theorie fiir Ml

Konstruktion des e-NEA 3

Konstruktion eines e-NEA fiir regularen Ausdruck: ER e e

- eI
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Konstruktion des e-NEA 3

Konstruktion eines e-NEA fiir regularen Ausdruck: ER e e

R* SETe)
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Konstruktion des e-NEA 3

Konstruktion eines e-NEA fiir regularen Ausdruck: ER e e

® —~O0—+0 R O)*—0
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Konstruktion des e-NEA 3

Konstruktion eines e-NEA fiir regularen Ausdruck: ER e e

® —Q—+F0 R OF*—0
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Das Arden’'sche Lemma

Seien U,V C L* Sprachen mit € ¢ U.
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aus NEA

Erfillt L C 2* die Gleichung L=UL+YV



Theorie fiir Ml

Das Arden’'sche Lemma

Seien U,V C L* Sprachen mit € ¢ U.

Regularer Ausdruck
aus NEA

Erfiillt L C L* die Gleichung L=UL+V
dann gilt: L=U"V
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Das Arden’'sche Lemma

Seien U,V C L* Sprachen mit € € U.

Regularer Ausdruck
aus NEA

Erfiillt L C L* die Gleichung L=UL+V
dann gilt: L=U*"V

Erfillt L C 2* die Gleichung [ =UL
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Das Arden’'sche Lemma

Seien U,V C L* Sprachen mit € € U.

Regularer Ausdruck
aus NEA

Erfiillt L C L* die Gleichung L=UL+V
dann gilt: L=U*"V

Erfiillt L C L* die Gleichung L = UL
dann gilt: L =10
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Regularer Ausdruck aus NEA

Sei A= (Q,%,5,qo F) ein NEA.

Regularer Ausdruck
aus NEA
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Regularer Ausdruck aus NEA
Sei A= (Q,Z%,5,qo, F) ein NEA,

Fiir g € Q definiere: Ly = { W 8(q, w) N F # (Z)}

Regularer Ausdruck
aus NEA
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Regularer Ausdruck aus NEA
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A|SO |St L(A) — qu. aus NEA
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Regularer Ausdruck aus NEA
Sei A= (Q,Z%,5,qo, F) ein NEA,
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Regularer Ausdruck aus NEA
Sei A= (Q,Z%,5,qo, F) ein NEA,

Fiir g € Q definiere: Ly = { W 8(q, w) N F # (Z)}

Regularer Ausdruck

A|SO |St L(A) — qu. aus NEA

L, erfillt die Gleichung:

Lq:y y alp
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Regularer Ausdruck aus NEA
Sei A= (Q,Z%,5,qo, F) ein NEA,

Fiir g € Q definiere: Ly = { w: 8(g,w)NF —+ (Z)}
Regularer Ausdruck

A|SO |St L(A) — qu. aus NEA

L, erfillt die Gleichung:

Lq:y y alp

acZ ped(q,a)
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Regularer Ausdruck aus NEA
Sei A= (Q,Z%,5,qo, F) ein NEA,

Fiir g € Q definiere: Ly = { w: 8(g,w)NF —+ (Z)}
Regularer Ausdruck

A|SO |St L(A) — qu. aus NEA

L, erfillt die Gleichung:

Lq:y y alp

acZ ped(q,a)

Lq:y y al, +¢€ firq e F
acl ped(q,a)

~»  Gleichungssystem fiir die L,

kann mit Arden's Lemma gelost werden.
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Beispiel

a Regularer Ausdruck

a b aus NEA

Gleichungssystem zum NEA A:



Beispiel

Gleichungssystem zum NEA A:

Lo = 3L1—|—bL2

Theorie fiir Ml

Regularer Ausdruck
aus NEA



Beispiel

Gleichungssystem zum NEA A:

Lo = 3L1—|—bL2
L1 = aLo

Theorie fiir Ml

Regularer Ausdruck
aus NEA



Beispiel

Gleichungssystem zum NEA A:

L023L1+bL2
L1 = aLo
L2:aL3—|—bL0+€

Theorie fiir Ml

Regularer Ausdruck
aus NEA



Beispiel

Gleichungssystem zum NEA A:

Lo = ali+ bl

L1 = alg

[, = als+bly+ €
3 = al,

Theorie fiir Ml

Regularer Ausdruck
aus NEA
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Beispiel

a Regularer Ausdruck

a b aus NEA

Gleichungssystem zum NEA A:

Lo = ali+ bl

L1 = alg

[, = als+bly+ €
3 = al,

Losung: L(A) =Ly = (aa + b(aa)*b)*b(aa)*



