1 Logiken und Transitionssysteme

1.1 Modellierung mithilfe von Logik

Definition 1.1

Eine relationale Signatur ist ein Tupel 7 = (Ry,.., R;,) aus Relationensymbolen. Jedes
Symbol R; hat eine Stelligkeit ar(R;). In dieser Vorlesung betrachten wir nur 1- und
2-stellige Relationen. Eine 7-Struktur ist ein Tupel M = (U, Ry, .., R,,) wobei

o U — das Universum — eine Menge ist, und
e fiiralle i = 1,..n: B; C U () ¢ine Relation auf U ist.

Beispiel 1.1

Sei P ein Java-Programm mit den globalen int-Variablen z1,..,x,. U = Z" die mogli-
chen Belegungen auf dem Heap, R; = (z; == 0).

Beispiel 1.2

Fin Fussgéingeriiberweg mit Ampel lisst sich als relationale Struktur modellieren. Uni-
versum U = {rot,rotgelb, gruen, gelb} x {rot, gruen}, eine 2-stellige Relation

Next = {((rot,rot), (rotgelb, rot)),

rot,rot), (rot,gruen)),

rotgelb, rot), (gruen, rot)),

gelb,rot), (rot,rot)),

((
((
((gruen, rot), (gelb,rot)),
((
((rot, gruen), (rot,rot))}

und eine 1-stellige Relation Splash = {(gruen, gruen)}.

Definition 1.2
Wir definieren Logiken durch ihre Syntax und ihre Semantik. Die Syntax ist eine formale
Sprache iiber einem Alphabet, welches normalerweise 7 enthélt. Ein Element ¢ dieser
Sprache wird Formel genannt.

Formeln kénnen Variablen enthalten. Dabei unterscheiden wir erst- und zweitstufige.
Erststufige Variablen stehen fiir Elemente des Universums, zweitstufige fiir Relationen.

Eine Interpretation fiir eine Formel ¢(x1,...,2n, X1,..., X)), die moglicherweise freie
Variablen enthélt (n > 1, m > 1), ist eine 7-Struktur zusammen mit einer (moglicher-
weise leeren) Menge von Elementen und Relationen Z = M, aq,...,apn, Ri,..., Rp,.

Die Semantik ist eine Relation |= zwischen Interpretationen und Formeln. Wir schrei-
ben 7 = o(z1,...,&n, X1,...,X;m) (sprich: Z erfiillt ¢) um auszudriicken, dass Z ein
Modell von ¢ ist. Wir schreiben auch [¢] = {Z | Z |= ¢} fiir die Semantik von ¢.



1 Logiken und Transitionssysteme

Wir wollen nicht nur Algorithmen angeben, mit denen sich gewisse Probleme bzgl.
einer Logik 16sen lassen, sondern auch verstehen, wie schwer diese Probleme wirklich
sind. Dazu hat die Komplexitéatstheorie die Begriffe der Hdrte und der Vollstindigkeit
eingefiihrt, die im Falle der Komplexititsklasse NP aus Info IV bekannt sind. Die meisten
der hier angesprochenen Logiken haben jedoch wesentlich schwierigere Probleme.

An einer Logik L interessieren uns insbesondere die folgenden Probleme:

1. Erfiillbarkeit: Gegeben eine Formel ¢ € L, gibt es eine Interpretation Z, so dass
T E ¢ gilt? Wie schwierig ist es (obere und untere Komplexitétsschranken), das
Erfiillbarkeitsproblem zu 16sen?

Erfiillbarkeit einer Formel belegt z.B. die Realisierbarkeit eines Vorhabens. Sind
Aq,As Aussagen, die ein Programm erfiillen soll, dann besagt die Erfiillbarkeit von
Ay und As, ob ein solches Programm iiberhaupt existieren kann.

2. Allgemeingiiltigkeit: Gegeben eine Formel ¢ € L, sind alle moglichen Interpreta-
tionen Z ein Modell von ¢7 In diesem Fall schreiben wir auch = ¢.

3. Model Checking: Gegeben eine Interpretation Z und eine Formel ¢, gilt Z = ¢?
Wie schwierig ist es, das Model Checking Problem zu 16sen?

Model Checking ist neben Erfiillbarkeit das Hauptmittel zur Programmverifikation:
Ein Programm wird in eine relationale Struktur abstrahiert, die zu verifizierende
Eigenschaft als logische Formel formuliert. Da wir meistens zu einer gegebenen Ei-
genschaft ein korrekt arbeitendes Programm haben wollen, untersuchen wir neben
der kombinierten Komplexitit des Model Checking Problems (Eingabe = Struktur
+ Formel) vor allem auch die Datenkomplexitét einer Logik (Eingabe = Struktur,
Formel wird als fest angesehen).

Manchmal ist es auch sinnvoll, die Ausdruckskomplexitéit einer Logik zu untersu-
chen (Eingabe = Formel, Struktur ist fest). Diese beschreibt in gewissem Sinne,
wie schwierig es ist, zu einem gegebenen Programm die Eigenschaften zu finden,
die es erfiillt.

Offensichtlich gilt, dass die Daten- und Ausdruckskomplexitét einer Logik héchstens
so schwer ist wie die Komplexitdt ihres kombinierten Model Checking Problems.
Dies gilt sowohl fiir untere wie auch obere Schranken.

Wir unterscheiden dariiberhinaus das lokale und das globale Model Checking Pro-
blem. Bei ersterem ist eine Interpretation Z und eine Formel ¢ gegeben, und es soll
bestimmt werden, ob Z |= ¢ gilt oder nicht. Bei letzterem ist eine Struktur M und
eine Formel ¢ gegeben, und es sollen alle Interpretationen Z = M, ... berechnet
werden, fiir die Z |= ¢ gilt. Offensichtlich ist das lokale Model Checking Problem
hochstens so schwer wie das globale.

4. Ausdrucksstirke und Prdignanz: Welche Eigenschaften konnen in welcher Logik
ausgedriickt werden? Kann eine Logik mehr als eine andere ausdriicken? Wenn eine
Eigenschaft in zwei verschiedenen Logiken ausdriickbar ist, wie lang ist jeweils die
Formel?



1.2 Die Schwiéchen der Aussagenlogik

5. Modelleigenschaften: Hat jede erfiillbare Formel ¢ der Logik L ein Modell M
mit einer gewissen Eigenschaft? Insbesondere interessieren uns die endliche Mo-
delleigenschaft (ist M| < o0?), die stéirkere kleine Modelleigenschaft (gibt es eine
Funktion f : L — N, so dass jedes erfiillbare ¢ € L ein Modell M hat, so dass
IM| < f(p) gilt?), sowie die Baummodelleigenschaft (ist M ein Baum?).

Definition 1.3

Fine Logik L heisst unter Komplement angeschlossen, wenn fiir jedes ¢ € L ein ¢ € L
exisitiert, so dass fiir alle Interpretationen Z gilt: Z = ¢ gdw. Z [~ 1. Wir schreiben
auch @ fiir das Komplement von ¢.

Ist eine Logik unter Komplement abgeschlossen, dann sind (1) und (2) im Grunde
dasselbe Problem.

Lemma 1.1

Ist L unter Komplement abgeschlossen, dann gilt fiir alle ¢ € L: ¢ ist unerfiillbar gdw.
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Definition 1.4

Seien L und L’ zwei Logiken, die iiber derselben Klasse K von Strukturen interpretiert

werden (L = L’ ist auch moglich). Seien ¢ € L und ¢ € L'. Dann heissen ¢ und
dquivalent, geschrieben p = 1, falls fiir alle Interpretationen Z gilt:

Iky¢ gdw. IEY

Eine Logik L’ subsumiert eine Logik L, wenn fiir alle ¢ € L es ein ¢ € L’ gibt, so dass
¢ = 1. In diesem Fall schreiben wir L < L' und L =L/, falls L < L' und L' < L.

1.2 Die Schwachen der Aussagenlogik

Sei 7 = (). Aussagenlogische Formeln koénnen iiber der Klasse, die nur die Struktur
B = ({0,1}) enthilt, interpretiert werden. Sei V eine hochstens abzihlbar groie Menge
von 1-stufigen Variablen. Die Syntax der Aussagenlogik ist definiert durch die kontext-
freie Grammatik

p i= zleVelene |
wobei z € V.
Die Semantik einer aussagenlogischen Formel ¢(z,..., ) kann leicht induktiv de-
finiert werden. Eine Interpretation ist hier ein Tupel B,b, wobei b = by,...,b, und

b €{0,1} fir allei =1,...,n.

BbEx gdw. b =1
BbEpVvy gdw. B,bl= ¢ oder B,b =1
BbEpAy gdw. B,bkE @ und B,b= v
B,bl—p gdw. B,blEp
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Sei z.B. ¢ = =1 V (23 A z3). Dann ist [¢] = {(B,b) | by < min{by,b3}}

Aussagenlogik hat allerdings Schwéchen. So ist es z.B. nicht auf Anhieb klar, wie man
die Aussage “die Ampel steht nicht auf (gruen, gruen)” aus Bsp. 1.2 so formalisieren
kann. Das Problem ist offensichtlich, dass diese Aussage davon abhingt, in welchem
Zustand man sich befindet, sprich, die Wahrheit dieser Aussage hingt von den Elementen
des Universums ab.

Losungsvorschlag: Betrachte aussagenlogische Variablen als monadisch 2-stufig, die
wir zur Verdeutlichung jetzt mit Groflbuchstaben notieren. D.h. die Interpretation eines
X ist eine Teilmenge des Universums. Fiige ausserdem 1-stufige Variablen z, y, ... hinzu.
Syntax:

p u= X(@)|oVeloAe|p

Diese Logik interpretieren wir nun {iber Strukturen M beliebiger Grosse. Sei b : V —
U U2V wobei U das Universum von M ist. Dann definieren wir zusitzlich:

M,bE X(z) gdw. b(z) € b(X)

Jetzt konnen wir das Ampelbsp. folgendermafien modellieren. M gppe; = (U, Ry, ..., Ry)
wobei U = {rot, ...} x {rot,...} wie oben und R; beliebige Teilmengen von U sind, z.B.
Rgrgr = {(gruen, gruen)}. Dann besagt die Formel =Ry (z) — interpretiert in einem
Element s € U — dass die Ampeln in diesem “Zustand” nicht beide griin sind.

Was wir jedoch wirklich ausdriicken mdochten, ist: von einem bestimmten Anfangs-
zustand — z.B. (rot,rot) — aus ist kein Zustand (Element des Universums) via der
Relation Next erreichbar, der zu R gehort.

Aussagen dieser Form lassen sich geeignet iiber speziellen, relationalen Strukturen, so-
genannten Transitionssystemen interpretieren. Deren Elemente sehen wir an als Zusténde,
2-stellige Relationen als Zustandsiibergéinge (Transitionen), und 1-stellige Relationen als
atomare Aussagen (Propositionen), deren Wahrheitswert in verschiedenen Zusténden
unterschiedlich sein kann.

1.3 Transitionssysteme und Laufe

Definition 1.5
Sei Y eine endliche Menge von Aktionennamen, P eine endliche Menge von Propositio-
nen. Ein Transitionssystem ist ein Tupel 7 = (S, {-% | a € X}, A, s9) wobei

e S eine Menge von Zustédnden ist,

e 59 € S ein ausgezeichneter Anfangszustand ist,

o % fiir jedesa € ¥ C S x S ist,

e \:S — 27 eine Beschriftung der Zustinde mit Propositionen ist.

Wir benutzen Infix-Notation s — ¢. Ist es nicht relevant, einen ausgezeichneten Anfangs-
zustand zu haben, dann présentieren wir Transitionssysteme auch als entsprechende
Tripel.



1.4 Aquivalenzrelationen auf Transitionssystemen

Beispiel 1.3

Tamper = (U, {Next}, \, (rot,rot)) ist z.B. ein Transitionssystem iiber einem einele-
mentigen Y. Transitionssysteme lassen sich leicht grafisch verdeutlichen, weil sie nichts
anderes als beschriftete, gerichtete Graphen sind.

T

(rot, rot) (rot, gruen)
~_
(rotgelb, rot) (rotgelb, gruen)
(grueri rot) (gruen, gruen)
(gelb, rot) (gelb, gruen)

Wir bezeichnen allgemeine Transitionssysteme 7 auch als kanten- und knotenbeschriftet.
Ist |X| = 1, dann heisst 7 nur knotenbeschriftet. In diesem Fall schreiben wir einfach
s—1.

Definition 1.6
Ein knotenbeschriftetes Transitionssystem 7 = (S, —, \) heifit total, falls fiir alle s € S
es mindestens ein ¢t € S gibt mit s — 1.

Definition 1.7

Ein Lauf eines knotenbeschrifteten Transitionssystems 7 = (S, —, \, s¢) ist eine maxi-
male Sequenz 7™ = sg, S1, S2, ..., so dass fiir alle i € N : s; — s;11 gilt. Maximal bedeutet,
dass 7 nicht verldngert werden kann.

Bemerkung: Ist 7 total gdw. jeder Lauf unendlich lang ist.

Wir sehen Transitionssysteme als Abstraktionen von Programmen an. Diese Abstrak-
tionen konnen nicht-deterministsich sein. Dies erhélt man z.B. dadurch, dass man von
konkreten Variablenbelegungen abstrahiert und nur den Kontrollfluss eines Programms
betrachtet. Liufe sind dann Abstraktionen von deterministischen Abldufen eines Pro-
gramms, und die Transitionsrelation modelliert das Fortschreiten eines Programms in
diskreten Zeitabsténden.

In dieser Vorlesung betrachten wir nur noch Logiken, die {iber Transitionssystemen
(branching time) oder Laufen (linear time) interpretiert werden.

1.4 Aquivalenzrelationen auf Transitionssystemen

Eine Menge ® von Formeln einer Logik L induziert in natiirlicher Weise einen Aquiva-
lenzbegriff =¢ auf der Klasse der Strukturen, {iber der sie interpretiert wird:

IT=¢7 gdw. firallepe®: T =
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Dies ist bei der Suche nach geeigneten Logiken zu berticksichtigen. Denn je nach Verwen-
dungszweck (bei temporalen Logiken also z.B. Programmuverifikation) soll die Logik nicht
in der Lage sein, bestimmte Strukturen zu unterscheiden. So ist z.B. Pradikatenlogik i.A.
zu stark, wie folgendes Beispiel zeigt.

Beispiel 1.4
Die beiden Zusténde s und ¢ aus dem Transitionssystem 7°

S t
VA |°
P s S P Pt

werden von der priidikatenlogischen Formel ¢(2) := Jz.3y.x # y Ap(z) Ap(y) Az - x A
z —% y unterschieden. Es gilt: 7, s |= ¢(2) aber 7, t £ ¢(z). Als Programme “verhalten”
sie sich jedoch gleich.

Im folgenden werden wir auler den bekannten Begriffen = (Gleichheit) und ~ (Iso-
morphie) noch weitere Aquivalenzbegriffe auf Transitionssystemen definieren.

Definition 1.8
Sei T = (§,{-% | a € £}, \). Eine Bisimulation ist eine Relation B C § x 8, so dass
fiir alle (s,t) € B und alle a € ¥ gilt:

1. A(s) = A(t),
2. falls es ein s’ gibt mit s > s’ dann gibt es auch ein ¢ mit t ¢’ und (s',t') € B,
3. falls es ein ¢’ gibt mit ¢ ¢/, dann gibt es auch ein s’ mit s s’ und (s',t') € B,

Gilt nur (1) und (2), dann heisst B Simulation.

Zwei Zustande s,t € S heissen bisimilar, s ~ t, wenn es eine Bisimulation B gibt mit
(s,t) € B.

Der Zustand ¢ simuliert s, s < ¢, wenn es eine Simulation B gibt mit (s,t) € B.

Die Zustidnde s und t heissen simulationsiquivalent, s ~ t, wenn s < t und t < s
gelten.

Auf totalen und knotenbeschrifteten Transitionssystemen betrachten wir auch noch
Tracedquivalenz: s <y t, falls fiir alle Liufe # = sg, $1,... mit s = sg es einen Lauf
to, t1,... mit t = to gibt, so dass fuer alle i € N gilt: \(s;) = A(¢;). Zwei Zustéinde sind
tracedquivalent, s =4, t, falls s <4 ¢t und t <4 s gilt.

Alle Aquivalenzen lassen sich in einfacher Weise auf Paare von Zustéinden verschiede-
ner Transitionssysteme erweitern. In diesem Fall schreiben wir z.B. 7,s ~ 7', 5.

Beispiel 1.5

Wir betrachten das Standardbeispiel zweier Getrinkeautomaten, die jeweils zwei Ge-
tranke zum Preis von 1 € anbieten. Diese werden durch die folgenden beiden Transiti-
onssysteme modelliert. Aktion a bedeutet Eingabe der 1-€-Miinze, b bedeutet Ausgabe
eines Kaffees, ¢ bedeutet Ausgabe eines Tees.
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1.4 Aquivalenzrelationen auf Transitionssystemen

s t
X 2
S1 fl t2
N ks
S92 S3 t3 t4

Offensichtlich modellieren diese beiden Transitionssysteme unterschiedliches Verhalten.
Im linken Fall kann man das Getrank nach Bezahlung wihlen, im rechten Fall geschieht
dies bereits vor der Bezahlung. Beachte, dass beide s und ¢ tracedquivalent, jedoch nicht
bisimilar sind.

Definition 1.9
Sei T = (S8,{-% | a € £}, )\, s) ein Transitionssystem. Die Baumabwicklung von T bzgl.
s ist das Transitionssystem Rz (s) = (S1,{-% | a € X}, ), s) mit

e ST ist die Menge aller nicht-leeren Wérter {iber dem Alphabet S,
® 50...8, —=50...8.80+1 dW. S — Spi1,
o A\(sg...8n) = A(sp).

Lemma 1.2
Fiir alle Transitionssysteme 7 und alle Zustéande s gilt: 7, s ~ Rz (s), s.

Beweis Ubung. [ ]

Lemma 1.3
Fiir alle Transitionssysteme gelten folgende Zusammenhénge zwischen Gleichheit, Iso-
morphie, Bisimilaritéit, Similaritat, Simulationsiquivalenz und Tracedquivalenz:

() = € =,
(b) = € ~,
(© ~ S =~
(d) = € =,
(@ ~¢ s

Beweis Teil (a) ist trivial. Bei den anderen Teilen miissen wir jeweils Inklusion und
Striktheit zeigen.

11
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(b) Sei s ~ t. Konstruiere eine Relation B folgendermafien.
1. (s,t) € B,

2. Fiir alle (¢/,t') € B und alle a € X: falls es ein s” gibt mit s’ - s” dann existiert
wegen Isomorphie ein ¢ mit ¢’ " und s” ~ t". Fiige (s”,t") zu B hinzu.

3. Fiir alle (s',¢') € B und alle a € X: falls es ein ¢’ gibt mit ¢’ - ¢” dann existiert
wegen Isomorphie ein s’ mit s’ % s” und s” ~ t”. Fiige (s”,t") zu B hinzu.

Wegen Isomorphie gilt auch fiir alle (s/,¢') € B: A(s’) = A(¢'). Man sieht leicht, dass B
auch die Punkte (2) und (3) aus Def. 1.8 erfiillt.

Es bleibt zu zeigen, dass nicht jedes bisimilare Paar von Zustinden isomorph ist.
Betrachte dazu Bsp. 1.4. Es gilt s ~ ¢ mit der Bisimulation B = {(s, ), (s1,%1), (s2,t2)},
aber offensichtlich nicht s ~ t.

(c) Seis ~ t. Also existiert eine Bisimulation B mit (s,¢) € B. Diese erfiillt die Punkte
(1)-(3) aus Def. 1.8. Da eine Simulation weniger erfiillen muss als eine Bisimulation ist
jede Bisimulation auch eine Simulation. Also s < ¢t. Ausserdem ist leicht zu sehen: B ist
Bisimulation gdw. B’ := {(t,s) | (s,t) € B} eine Bisimulation ist. Also auch ¢ < s und
somit s ~ t.

Betrachte jetzt die beiden Zustédnde s und ¢ in dem folgenden Transitionssystem.

S
4

Es gilt s < ¢t mit der Simulation {(s,t), (s1,t)} und auch ¢ < s mit Simulation {(¢, s), (¢, s1), (t1,51)}
und somit s & ¢t. Aber es gilt nicht s ~ ¢.

(d) Sei s = t, also existieren Simulationen B, B’ mit (s,t) € B, (t,s) € B’. Sein nun
50, 81, ... €in Lauf mit so = s. Da (s,t) € B existiert ¢y (nfmlich ¢) mit A(sg) = A(¢g). Da
so — s1 existiert auch ein t; mit {9 —¢; und (s1,%1) € B. Also auch A(s1) = A(t1). Dies
ldsst sich ad infinitum zu einem Lauf g, 1, ... fortsetzen. Ausserdem lésst sich zu jedem
solchen Lauf mithilfe von B’ auch wieder ein Lauf ausgehend aus s konstruieren.

Dass Tracedquivalenz echt schwicher ist als Simulationsdquivalenz wird in Bsp. 1.5
gezeigt.

(e) Der Inklusionsteil ist trivial. Zur Striktheit betrachte wiederum Bsp. 1.5. Es gilt:
s < t, aber t £ s und somit s % t. ™

Aus diesem Lemma und den obigen Beispielen ziehen wir den Schluss, dass Bisimila-

ritiit eine erstrebenswerte Aquivalenz ist. Isomorphie ist zu stark, denn sie unterscheidet
Programme, die sich gleich “verhalten”. Dagegen ist Simulationsédquivalenz zu schwach,

12



1.5 Bisimulationsspiele

denn sie kann gewisse Programme nicht unterscheiden, die sich nicht gleich verhalten:
Zusténde s und t aus Teil (c) des obigen Beweises abstrahieren das Verhalten der beiden
Programmfragmente

P ; REPEAT { P} WHILEb { P }; P

1.5 Bisimulationsspiele

Definition 1.10
Set 7 = (S,{-= | a € X}, )\, 50) ein Transitionssystem und s,¢ € S. Das Bisimulations-
spiel G7(s,t) wird gespielt zwischen Spielern I und IT auf dem Spielbrett S x S. Spieler
I mochte zeigen, dass s o4 ¢ gilt, Spieler IT mdchte zeigen, dass s ~ t gilt.

Jede Partie von G7(s,t) startet in der Konfiguration (s, ¢). Eine Runde l&uft wie folgt
ab. Sei (s',t") die aktuelle Konfiguration.

1. Spieler I wéhlt entweder (i) eine Transition s’ < s” fiir ein beliebiges a oder (ii)
eine Transition ¢ % ¢".

2. Spieler IT antwortet im Fall (i) mit einer Transition ¢ ", und im Fall (ii) mit
einer Transition s’ % s”.

3. Die néchste aktuelle Konfiguration ist (s”,¢").

Eine Partie endet, wenn
1. die aktuelle Konfiguration (s',t") ist und A(s") # A(t') gilt, oder
2. ein Spieler nicht mehr ziehen kann.

Fin Spieler gewinnt eine Partie, wenn der Gegner nicht mehr ziehen kann. Spieler 1T
gewinnt aulerdem jede Partie, die unendlich lang ist, und Spieler I gewinnt jede Partie,
die in einer Konfiguration (s',t") endet mit A(s") # A(t').

Eine Strategie ist eine Funktion, die einem Spieler in Abhéingigkeit des bisherigen Ver-
laufs einer Partie vorgibt, wie er ziehen soll. Eine Strategie fiir Spieler p heifit Gewinn-
strategie, wenn p jede Partie gewinnt, in der es sich an die Strategie hélt — unabhéngig
von den Ziigen des Gegners.

Satz 1.1
Spieler IT hat eine Gewinnstrategie fiir das Spiel Gr(s,t) gdw. s ~ t.

Beweis (<) Angenommen s ~ t, d.h. es gibt eine Bisimulation B mit (s,t) € B.
Wir miissen nun eine Gewinnstrategie fiir das Spiel G7(s,t) angeben: Spieler II wihlt
so, dass fiir jede aktuelle Konfiguration (s',t') in einer Partie gilt: (s',¢') € B. Nach
Voraussetzung ist dies fiir die Startkonfiguration (s,t) der Fall. Dass Spieler II diese
Invariante erhalten kann, zeigt folgende Uberlegung. Sei (s,t') € B.

e Wenn Spieler I eine Transition s’ % s” wihlt, dann existiert auch eine Transition
t' 1" so dass (s”,t") € B.

13
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e Wenn Spieler I eine Transition ¢’ % ¢ wihlt, dann existiert auch eine Transition
s’ % 5" so dass (s”,t") € B.

Dies ist offensichtlich eine Strategie. Es bleibt zu zeigen, dass dies auch eine Gewinn-
strategie ist. Sei (so,t0), (S1,t1), ... eine Partie, in der Spieler II sich an diese Strategie
gehalten hat. Da (s;,¢;) € B fiir alle ¢ gilt, gilt auch A(s;) = A(¢;) fiir alle ¢, und somit
kann Spieler I nicht mit der entsprechenden Gewinnbedingung diese Partie gewinnen.
Da die Strategie auf jeden Zug von Spieler I auch einen Zug von Spieler II vorgibt, kann
er auch nicht mit seiner anderen Gewinnbedingung gewinnen. Der Gewinner einer Partie
ist aber eindeutig bestimmt. Also muss Spieler 11 jede solche Partie gewinnen, und somit
ist seine Strategie eine Gewinnstrategie.

(=) Angenommen, Spieler II hat eine Gewinnstrategie ¢ fiir das Spiel Gr(s,t). Wir
benutzen diese, um eine Bisimulation B induktiv zu konstruieren. Dazu definieren wir
Mengen B; C § x S, so dass fiir alle i € N und alle (s',¢') € B; gilt: (*) Spieler II hat
eine Gewinnstrategie fiir das Spiel Gr(s',t').

Setze By := {(s,t)}. Offensichtlich gilt (*) fiir alle (s',t') € By. Sei nun B; fiir ein
beliebiges i € N bereits konstruiert. Nach Voraussetzung hat Spieler II eine Gewinnstra-
tegie fiir das Spiel G7(s',t') fiir alle (s',¢') € B;. Betrachte nun die erste Runde in solch
einem Spiel ausgehend von (s',t'). Offensichtlich gilt A(s”) = A('), denn sonst gébe es
keine erste Runde.

Angenommen Spieler I wihlt eine Transition s’ % s”. Dann muss Spieler II darauf mit
einem Zug t' < t" reagieren konnen. Dasselbe gilt, falls Spieler I zuerst eine Transition
t' % ¢ wihlt. Setze jetzt

By = U {(s",t") | A(s') = A(t') und Spieler II reagiert mit ¢’ —*¢”
(s’ ,t")EB;
auf s’ % 5" oder mit s’ % " auf ¢ 21"}

Da fiir jedes (s”,t") € B;11 gilt, dass es ein (s/,t') € B; gibt, so dass Spieler II auf einen
Zug von Spieler I in G (s',t’) reagiert und zu (s”,t"”) gelangt, hat Spieler II auch eine
Gewinnstrategie fiir das Spiel G (s”,t").

Setze nun B := |J;cy Bi- Es bleibt zu zeigen, dass B eine Bisimulation ist. Sei also
(s',t') € B. Dann gibt es ein i € N so dass (¢,t') € B;. Es gilt A(s') = A(¥'). Falls es nun
ein @ € ¥ und ein s” € S gibt mit s’ - s”, dann gibt es auch eine Transition t' % t”
und (s”,¢") € B;t1. Genauso umgekehrt. Da B;11 C B, gilt also auch in beiden Féllen
(s",t") € B. Somit ist B eine Bisimulation, und es gilt (s,t) € B. Also s ~ t. n

Satz 1.1 liefert ein méchtiges Werkzeug, um Nichtbisimilaritdt zwischen s und ¢ zu
zeigen. Anstatt die universelle Aussage, dass alle Relationen entweder keine Bisimulation
sind oder (s,t) nicht enthalten, zu beweisen, reicht es aus, eine Gewinnstrategie fiir
Spieler I in dem Spiel Gr(s,t) anzugeben. Denn offensichtlich kann Spieler II keine
Gewinnstrategie haben, wenn Spieler I eine hat. Aus Satz 1.1 folgt dann, dass s ¢ ¢ gilt.
Eine Gewinnstrategie fiir Spieler I anzugeben, ist jedoch das Beweisen einer existentiellen
Aussage.
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1.5 Bisimulationsspiele

Beispiel 1.6

Betrachte noch einmal das Transitionssystem 7 und die beiden Zusténde s und ¢ aus
Bsp. 1.5. Es ist leicht, eine Gewinnstrategie fiir Spieler I in dem Spiel G (s, t) anzugeben.
Wihle zuerst die Transition s - s1. Darauf muss Spieler II entweder mit t -2 ¢; oder
t %ty antworten. Im ersten Fall wihle dann die Transition s; — s3, im zweiten Fall
withle dann die Transition s - s2. In beiden Féllen kann Spieler I nicht mehr antworten
und verliert.
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