5 Die Logik CTL"

Zur Erinnerung: Die im letzten Kapitel betrachtete Logik LTL wird iiber Laufen von
Transitionssystemen interpretiert. Eine Interpretation iiber Zusténden ist durch die Kon-
vention, dass iiber alle aus dem gegebenen Zustand ausgehenden Laufe quantifiziert wird,
ebenfalls moglich. Dadurch ist es ebenfalls moglich, LTL bzgl. ihrer Ausdrucksstérke z.B.
mit der Baumzeitlogik CTL zu vergleichen.

Genauso hitte man eine existenzielle Laufquantifizierung als Konvention einfithren
konnen. Dann hitten sich lediglich einige Komplexitétsresultate gedindert: Das Model
Checking Problem fiir LTL™" wire dann NP-vollstindig. Im Bezug auf den Vergleich
zu CTL hatte sich jedoch nichts gedndert. Es bietet sich somit an, diese Moglichkeiten
explizit in der Logik zuzulassen, d.h. die Quantifizierung tiber alle oder einen Lauf nicht
implizit vorauszusetzen, sondern in der Formel festzuschreiben. Damit kommen wir zu
der sogenannten vollen Baumzeitlogik CTL*.

5.1 Syntax und Semantik

Definition 5.1
Sei P eine Menge von atomaren Propositionen. Formeln der Logik TL sind gegeben
durch die folgende Grammatik.

o == qleVeoloAp| e | X | eUp | gRe | Ap | Ep

wobei g € P.

TL-Formeln werden zuerst einmal iiber L#iufen innerhalb eines Transitionssystems
interpretiert. Beachte den Unterschied zu CTL, wo L&aufe irrelevant sind, sowie den
Unterschied zu LTL, wo das zugrundeliegende Transitionssystem keine Rolle spielt.

Definition 5.2
Sei T = (S, —,\) ein totales, knotenbeschriftetes Transitionssystem und Il fiir jedes
s € § die Menge aller Laufe in 7, die in s beginnen. Sei 7 ein beliebiger Lauf. Die
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5 Die Logik C'TL*

Semantik der Logik TL ist induktiv definiert wie folgt.

T,mrEq gdw. m=s... und q € \(s)
T.tEeVY gdw. T,mlEypoder T,7m =Y
T.tEeANY gdw. T,nlEeund 7,7 =19
T, mE-v gdw. T,mp
T, reEXe gdw. 7,70 ¢
T.rEeup gdw. FkeNmit 7,7% =y und Vj <k: 7,79 £
T, Ry gdw. VkeN:T, 7% =y oder 3j < k mit 7,7 = ¢
T,rEA gdw. m=s...undVr' €lly: 7,7 ¢
T,mTEEp gdw. m=s...und In' €ll;: 7,7 ¢

Dabei bezeichnet 7 fiir ein i € N wieder das i-te Suffix von .

Im folgenden werden Transitionssysteme immer als total angenommen.
Um TL auch iiber Zustéinden von Transitionssystemen zu interpretieren, fithren wir
das Konzept einer Zustandsformel ein.

Definition 5.3
Eine TL-Formel ¢ heifit Zustandsformel, falls fiir alle Transitionssysteme 7 = (S, —, \)
und alle Liufe 7 = s... und ' = s... gilt:

TnEe gdw. T,7' g

Alle atomaren Propositionen sind z.B. Zustandsformeln, auflerdem jede Tautologie.
Die Menge der Zustandsformeln ist abgeschlossen unter den booleschen Operatoren V,
A und —, und jede Formel der Form A% ist offensichtlich eine Zustandsformel. Dasselbe
gilt tibrigens auch fiir Formeln der Form E).

Die Logik CTL* ist die Menge aller Zustandsformeln aus TL. Beachte, dass fiir eine
Zustandsformel ¢ gilt: o = Ap. Da aulerdem die rechte Seite dieser Gleichung auf
jeden Fall eine Zustandsformel ist, konnen wir einfach davon ausgehen, dass eine CTL*-
Formel von der Form Ay ist, wobei ¢ eine beliebige TL-Formel ist. Somit l&sst sich
die Erfiilllung einer CTL*-Formel auch eindeutig in Bezug auf einen Zustand angeben:
7T,s = ¢. Beachte aber, dass eine Unterformel einer CTL*-Formel keine Zustandsformel
sein muss.

Lemma 5.1
Fiir alle Zustandsformeln ¢, € TL gilt in CTL*:

= A AG(Y — EX(pUy)) — EG(pUY)

Beweis Ubung. u
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5.2 Ausdrucksstérke

5.2 Ausdrucksstarke

Lemma 5.2
In CTL* gelten die folgenden Aquivalenzen:

a) Q1Q2p = Qa2 fiir alle Q1Q2 € {E, A},

b) —Ep = A-p.
Beweis Ubung. [ ]

Wegen (a) muss man bei Formeln, die aufgrund eines top-level Laufquantors bereits
offensichtlich Zustandsformeln sind, nicht noch den implizit angenommenen A-Quantor
einfiigen. Wegen (b) und dem entsprechenden Resultat fiir LTL kann man sich bei CTL*
ebenfalls wieder auf Formeln in positiver Normalform beschrinken.

Satz 5.1
Es gilt CTL < CTL* und LTL < CTL*, wobei LTL-Formeln iiber Zustdnden interpretiert
werden.

Beweis CTL < CTL* gilt trivialerweise, da CTL ein syntaktisches Fragment von TL ist
und jede CTL-Formel per Definition bereits eine Zustandsformel ist. Ausserdem gilt LTL
< CTL*, da auch LTL ein syntaktisches Fragment von TL ist, und fiir eine LTL-Formel
¢ offensichtlich gilt: 7, s = ¢ gdw. T, s = Ap, wobei Ap dann eine CTL*-Formel ist.
Die Striktheit beider Inklusionen ist eine Konsequenz aus Satz 4.1, welcher besagt,
dass CTL und LTL unvergleichbar sind. Angenommen es gelte CTL = CTL*, dann
hétten wir auch LTL < CTL, was Satz 4.1 widerspricht. Umgekehrt genauso. ]

Beispiel 5.1
In Satz 3.11 wurde gezeigt, dass man in CTL nicht “es gibt einen Lauf, auf dem unendlich
oft q gilt” ausdriicken kann. In CTL* ist dies jedoch ohne weiteres moglich: EGFgq.

Beispiel 5.2

Beachte, dass CTL als syntaktisches Fragment von CTL* nicht mit der Menge der CTL*-
Formeln iibereinstimmt, die eine CTL-definierbare Eigenschaft ausdriicken. So ist z.B.
A(XqVXXq) = AX(qV AXq), obwohl der universelle Quantor im allgemeinen nicht mit dem
booleschen V, sondern nur mit A kommutiert.

Lemma 5.3
In CTL* gelten die folgenden Aquivalenzen.

a) A(p A1) = Ap A AY,
b) E(p V1) =Ep VEY,

c) QXe = QXQy fiir jedes Q € {A,E}.

Beweis Ubung. ]
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5 Die Logik C'TL*

Aquivalenzen fiir die anderen Kombinationen ergeben sich nur auf eingeschriinkten
Modellklassen.
Lemma 5.4
Auf linearen Transitionssystemen gelten die Aquivalenzen A(p V 1)) = Ap V A und

E(p A1) =Ep AE.

Beweis Ubung,. [ ]

5.3 Komplexitat

Definition 5.4
Die Quantorentiefe einer CTL*-Formel ¢, kurz ¢d(y), ist die maximale Anzahl der Ope-
ratoren A und E auf einem Pfad des Syntaxbaums von ¢.

Satz 5.2
Das Model Checking Problem fiir CTL* ist PSPACE-vollsténdig.

Beweis Die untere Schranke ergibt sich sofort aus Satz 5.1 und der PSPACE-Hérte
des Model Checking Problems fiir LTL (Satz 4.6). Fiir die obere Schranke benutzen wir
ebenfalls das LTL Model Checking Problem.

Sei ein Transitionssystem 7 = (S, —, \) gegeben, wobei A : S — 2% fiir ein P, und
sei ¢ € CTL*. Da Eyp = —-A—9 gilt, konnen wir 0.B.d.A. davon ausgehen, dass in ¢
der Operator E nicht vorkommt. Definiere neue atomare Propositionen P, := {qy | ¥ €
Sub(p) und ¢ = Ay’ } und P' := P U P,,.

Um zu entscheiden, ob 7, s |= ¢ fiir ein bestimmtes s € S gilt, gehen wir nun fol-
gendermaflen vor. Seien Ay, ..., Ay, alle Unterformeln von ¢, die mit dem universellen
Quantor A beginnen, so dass ¢d(¢;) = 0 fiir alle ¢ = 1,...,n gilt. Somit sind alle v;
LTL-Formeln, und laut Satz 4.7 kann mit polynomiellem Platz fiir jedes ¢ = 1,...,n
und jedes t € S bestimmt werden, ob 7,¢ = v; gilt oder nicht. Beachte, dass Platz
wiederverwendbar ist.

In einem zweiten Schritt sei 77 := (S, —, \) mit

N(t) = Mt)U{qy, |i€{l,....,n} und T,¢ |= A}

Definiere auerdem ¢’ := @[qy, /A1, .., qy, /Ay]. Offensichtlich gilt fiir alle ¢t € S:
T,t = ¢ gdw. T',t = ¢'. Beachte, dass gilt: ¢d(¢’) < qd(p), weswegen sich dieses
Verfahren iterieren lisst bis ein ¢’ mit ¢d(¢') = 1 erreicht ist. Da angenommen wird, dass
¢ selbst von der Form A ist, ist die Frage, ob 7, s |= ¢ gilt, damit auf die Frage reduziert
worden, ob 77, s |= gy gilt, wobei 7’ die Erweiterung von 7 um die Propositionen P,
ist.

Beachte, dass durch die jeweilige Wiederverwendung des Platzes, der zum LTL Mo-
del Checking benttigt wird, insgesamt der Platzbedarf polynomiell platzbeschrankt ist.
Zusétzlich muss lediglich die Erweiterung von A auf P, gespeichert werden. ]

Satz 5.3
Das Erfiillbarkeitsproblem fiir CTL* ist 2-EXPTIME-hart.
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5.4 Die Logik CTL™

Beweis Wird analog zu Satz 3.9 (EXPTIME-Hérte des Erfiillbarkeitsproblems fiir CTL)
durch Reduktion auf das Wortproblem fiir alternierende, exponentiell platzbeschriankte
Turing Maschinen bewiesen. u

Da eine Konfiguration solch einer Turing Maschine nicht mehr nur polynomielle Lange
hat, wird die Reduktion etwas komplizierter. So lasst sich z.B. “in der néchsten Konfi-
guration steht an derselben Bandposition ein a” nicht mehr durch einfaches Schachteln
von X-Operatoren ausdriicken, da diese Formel exponentielle Lénge hétte und somit die
Reduktion selbst nicht mehr in polynomieller Zeit liefe. Obige Aussage lésst sich aber
priagnanter ausdriicken, indem man die Position einer Bandzelle mit logarithmisch (in
der Linge einer Konfiguration) vielen Propositionen markiert und dann ausdriickt, dass
alle spdteren Zusténde, bei denen zum ersten Mal der Wert aller dieser Propositionen
mit den jetzigen Werten iibereinstimmt, auch a gilt.

Diese untere Schranke ist auch optimal. Das néichste Resultat prisentieren wir ohne
Beweis.

Satz 5.4
Das Erfiillbarkeitsproblem fiir CTL* ist in 2-EXPTIME.

5.4 Die Logik CTL"

Wegen der hohen Komplexitiat des Erfiillbarkeitsproblems fiir CTL* bietet es sich an,
nach Fragmenten zu suchen, die eine verniinftige Ausdrucksstirke, aber eine geringere
Komplexitdt haben. CTL ist zwar nicht allzu komplex, dafiir kann es aber, wie gezeigt
wurde, sehr einfach Aussagen nicht ausdriicken. Der Unterschied zwischen CTL und
CTL* ist offensichtlich der, dass in CTL* Pfadoperatoren beliebig tief und beliebig breit
geschachtelt werden diirfen, wihrend in CTL unterhalb eines Laufquantors immer genau
ein einzige temporaler Operator vorkommt. Lemma 5.3 ldsst vermuten, dass die Breite
nicht schlimm ist, da sich die Laufquantoren teilweise iiber boolesche Operatoren hin-
wegziehen lassen. Wir betrachten somit im folgenden CTL™, ein Fragment von CTL,
in dem die temporalen Operatoren nicht beliebig tief geschachtelt werden diirfen — in
der Hoffnung, dass wir so eine geringere Komplexitéit als die von CTL* und eine héhere
Ausdrucksstérke als die von CTL erhalten. Dies ist allerdings ein Trugschluss.

Definition 5.5
Die Logik CTL™ besteht aus den Zustandsformeln, die in der folgenden Grammatik aus
i ableitbar sind.

e w= qleVelene| e | A |Ep
Vou= VY [YAY [P | Xe | oUp | pRe
Die Semantik ergibt sich wiederum eindeutig als Fragment von CTL*.

Beispiel 5.3

In CTL™ lassen sich die Laufquantoren auf einfache temporale Eigenschaften relativieren.
So kann man z.B. sagen, dass jeder Lauf, auf dem immer ¢ gilt, auch irgendwann einmal
p erfiillen soll: A(Gg — Fp).
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Existentielle Relativierung funktioniert genauso. E(¢ A Xg A (p1Up2)) besagt, dass es
einen Lauf gibt, der p1Ups erfiillt, der aber in den ersten beiden Zustéinden zusétzlich ¢
erfiillt. Eine Einschréankung aufgrund von “tieferen” temporalen Eigenschaften ist aber
nicht méglich. So ist E(g A X¢ A XXg A (p1Up2)) z.B. keine CTL"-Formel mehr.

5.4.1 Ausdrucksstarke und Pragnanz

Beispiel 5.4

Eine typische CTL'-Eigenschaft quantifiziert iiber einen Lauf, auf dem mehrere, einfache
temporale Eigenschaften gelten. Sei z.B. P = {q, .. ., ¢, }. Dann liisst sich in CTL™ leicht
sagen, dass es einen Lauf gibt, auf dem alle diese Propositionen irgendwann einmal gelten:

v = E(\Fa)
i=1

Beachte, dass sich “es gibt einen Lauf, auf dem alle diese Propositionen unendlich oft
gelten” nicht in CTL™ ausdriicken l4sst, was aus Satz 3.11 und dem folgenden Satz 5.5
folgt. Letzterer verallgemeinert die Beobachtung, dass sich obige Eigenschaft auch in
CTL ausdriicken lésst.

Offensichtlich gilt, dass, wenn auf einem Lauf alle Propositionen ¢y, . . ., ¢, irgendwann
einmal gelten, dann gelten sie auch zeitlich in einer bestimmten Reihenfolge. Dabei
vernachléssigen wir die Frage, welche von zweien “zuerst” gilt, wenn beide im selben
Zeitpunkt gelten. Dies ist aber genau dann der Fall, wenn es eine Permutation o : I, — I,
gibt mit I, := {1,...,n}, so dass auf diesem Lauf zuerst g, (1), dann g, (s, usw. gilt. Somit
ldsst sich obige Eigenschaft in CTL folgendermafien ausdriicken.

¢ =\ EF(go) NEF(qo2) A - (do(n1) NEFGo(n)) - --))

wobei S5, die Menge aller Permutationen auf Elementen von I,, darstellt. Beachte, dass
lo| = O(n), aber |¢'| = O(n - n!) = 200vlogn),

Satz 5.5
CTL = CTL™.

Beweis Die Richtung “<” gilt trivialerweise bereits aus syntaktischen Griinden. Fiir
die Richtung “>” sei ¢ € CTL™T. Aufgrund von Lemma 5.2 kénnen wir annehmen,
dass alle universellen Laufquantoren in ¢ durch Negationen und existentielle Quantoren
ersetzt wurden. Wir konstruieren nun durch Induktion iiber ¢d(¢) eine zu ¢ dquivalente
CTL-Formel.

Falls ¢d(¢) = 0, dann ist ¢ lediglich eine boolesche Kombination aus atomaren Pro-
positionen und somit bereits eine CTL-Formel. Sei also ¢d(¢) > 0. Wir kénnen 0.B.d.A.
annehmen, dass ¢ von der Form E¢’ ist, wobei ¢’ eine boolesche Kombination aus ato-
maren Propositionen und Formeln der Form Xi, 1)Uy’ und Rty ist. Da CTL unter
Negation abgeschlossen ist, kénnen wir per Induktionshypothese auch annehmen, dass
diese 1) und 1)’ bereits CTL-Formeln sind.

Aufgrund der Distributivgesetze fiir boolesche Operatoren und den Aquivalenzen
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YR = QU AW V G,
X A XY = X A D),
Xy = X,

G A GYY = G(u A W),
B(4) V ¢') = B V EY/

e E(Y AY') =Eip Ao/, falls ¢ ein Literal oder von der Form E. .. oder —E... ist,

konnen wir davon ausgehen, dass ¢ von der Form
n
p = EXY AGYA N aUB)
i=1

ist, wobei 1,1’ sowie die «a;, 3; bereits CTL- und damit insbesondere Zustandsformeln
sind. Dann gilt

p = ((/\5,-)AszEX(z/J’AE(GwA/\aiUﬂi) ))

IC{1,.n} ~iel il

/

%)

Teil ¢’ ist der einzige, der nicht syntaktisch eine CTL-Formel ist. Thn kann man aber
wie in Bsp. 5.4 dquivalent folgendermafien in eine CTL-Formel umschreiben.

E(GY A /\ aUB) = \/ E( (WA /\ ;) U (ﬁa(l) AP A
i=1 7ESn i=1
E( WA N @)U (B AP A
i#o(1)
VAN

E( (¥ A agm)) U (Bo(m) NEGY)) . ))))

Somit existiert auch eine CTL-Formel, die dquivalent zu ¢ ist. ]

Somit ist CTL' zwar nur so ausdrucksstark wie CTL, aber da die Ubersetzung einer
CTL'-Formel ¢ eine CTL-Formel ¢’ mit || = 20(n1ogn) erzeugen kann, stellt sich die
Frage, ob CTL™T evtl. bestimmte Eigenschaften prignanter ausdriicken kann als CTL. In
anderen Worten: Kann es eine asymptotisch bessere Ubersetzung von CTLT nach CTL
geben? Die Antwort ist “nein” [AI01]. Im folgenden zeigen wir durch ein einfaches, mo-
delltheoretisches Argument, dass es mindestens eine subexponentielle (und insbesondere
nicht-polynomielle) Schranke an die Gréfie der Ubersetzung gibt.
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Satz 5.6
Es gibt CTL'-Formeln ¢, n € N, so dass fiir die kleinsten CTL-Formeln /,, die zu ¢,

Squivalent sind, gilt: |¢/,| = 22(Vlenl),

Beweis Wir konstruieren zuerst CTLT-Formeln ¢,,, n > 1, deren kleinstes Modell dop-
pelt exponentielle Gréfle hat. Dazu modellieren wir mit Propositionen cy,..., ¢, einen
Zahler, der Werte zwischen 0 und 2" — 1 annehmen kann. Unter Zuhilfenahme dieses
Zihlers modellieren wir dann mit einer einzigen Proposition c einen Z#hler, der Werte
zwischen 0 und 22" — 1 annehmen kann.

Die Idee ist, dass ein Modell von ¢,, bisimilar zu dem folgenden Transitionssystem ist.

@é@ o ReRe

Dabei kiirzen die ganzen Zahlen den Wert der Propositionen cy, ..., ¢, in bindrer Ko-
dierung ab.
Das Fortschreiten des kleinen Zahlers beschreibt die folgende Formel.

=N o
—

n
Pceount = /\ —-c 7, A AGA( (Z VAN XZ) —

/\ /\ (ci & Xci)) A (\/ —¢; V (¢« X=¢;)) )

i=1 j<i 7<i

Wir benutzen auflerdem eine Propositionen z, die nur entlang des langen Laufs gilt, auf
dem der Zahler weitergezahlt wird. Sie gilt nie mehr, sobald man diesen Lauf verlaft.

Y, = zZA AG((Z — (EXz AEX—2) A (2 — (AX—|Z))>
Die Beschriftung der Zustédnde mit den Z&hlerpropositionen wird eindeutig in die ab-

zweigenden Laufe kopiert. Dadurch kann man spéiter Aussagen iiber Propositionen auf
dem z-Lauf machen, indem man sie alternativ iiber den abzweigenden Zustand macht.

n
Oy = AGA(Xﬂz — ((c — Xc) A /\ ¢ < Xci)>
i=1

Jetzt benutzen wir jeweils 2" viele Positionen entlang des z-Laufs, um mit der Proposi-
tion ¢ den Wert des grofien Zéihlers festzulegen. Dies ist zu Anfang 0.

Dinit = —|c/\A(Gz — ((—|c)U(c/\ /”\ ﬁci)))
i=1
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Dieser Zéhler wird in der iiblichen Weise erhéht beim Ubergang zu der néichsten Sequenz
von 2" vielen Zustédnden. Solange ¢ gilt bis zur ersten Position, in der ¢ nicht gilt, wird
der Wert von ¢ im Zustand 2" Schritte spéter vertauscht. In allen Positionen danach wird
er dementsprechend erhalten. Wir benutzen eine weitere Proposition k, die markiert, ob
ein c-Wert erhalten (k) oder vertauscht (—k) werden soll.

O = AGA<(z/\Xz) — ((\ =i = k) A
=1

(mkNe — X—k) A
(mkAN—c — Xk) A
n
EAx(\a) — xk)))
i=1
Jetzt brauchen wir noch eine Proposition e, die entlang des z-Laufs ihren Wert genau
dann adndert, wenn der kleine Zédhler den Wert 0 annimmt.

n

Ve = €N AGA((Z AXz) — ((X \/ ¢i — (e—Xe)) A
=1
(X /\ —¢; — (e« X—|e)))>
=1

Um das Fortschreiten des c-Zéhlers zu modellieren, definieren wir zuerst eine Pfadformel,
die erfiillt wird von genau den Laufen, die in einem Zustand mit Z&hlerwert 4 starten und
nach 2" Schritten im nichsten Zustand mit Zéhlerwert ¢ in den unteren Teil abbiegen.

v o= (2AXz2) A (/\(cZ — F(mz A ) A (me; — F(mz A=) A
i=1

(F(e/\z/\/\ﬂci)/\F(ﬂe/\z/\/\—'ci)) ) %

i=1 =1 i=1

((/n\—\ci)/\—'(F(e/\z/\cl/\/n\—@i)/\F(—'e/\z/\cl/\/n\—'ci)) ))

i=1 =2 =2

Y
VN
O
>
i

Dann lasst sich das Fortschreiten des c-Zahlers so modellieren:
Y = AGA( (w — <k — ((¢ — FAGc) A (mc — FAG—c)) A
=k — ((¢ = FAG—c) A (- — FAGc))) )

Dies besagt, dass auf allen relativierten Laufen k zu Beginn gilt, gdw. der c-Wert zu
Anfang derselbe ist wie schliellich immer. Betrachtet werden aber nur solche Lé&ufe,
die mindestens einen Schritt entlang des z-Lauf machen, nicht zweimal den Wert 0 des
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kleinen Zihlers entlang dieses Laufs sehen und bei denen der Wert des kleinen Z&hlers
zu Beginn mit dem schlieflich angenommenen Wert iibereinstimmt. Dies trifft genau auf
den Lauf zu, der nach 2" Schritten vom z-Lauf abbiegt.

Man sieht leicht, dass die Formel

On = Peount N Pz N\ P=z N\ Qinit N Qi N Pe N\ Qe

erfilllbar ist, aber kein Modell mit weniger als 22" vielen Zustinden hat. Laut Satz 5.5
gibt es CTL-Formeln ¢!,, so dass ¢], = ¢, fiir jedes n > 1. CTL hat jedoch die kleine
Modelleigenschaft exponentieller Grofie: Wenn ¢), CTL erfiillbar ist, dann hat es ein
Modell der GréBe hochstens || - 2419%! [EHS5]. Da die ¢, jeweils erfiillbar sind, sind
auch die ¢/, erfiillbar, haben aber kein Modell der Grofe kleiner als 22". Dann gilt:

n

Jo! n 2
[l - 24190 > 22" gdw. 5|l > 4 @] +loglen| 22 gdw. g > =

Also |¢!,| = Q(2"). Andererseits gilt |, | = O(n?). Ein Vergleich ergibt: |¢/,| = 2%(VIen) g

Wir bemerken, dass sich das Erhéhen eines Zahlers auch mit einer Formel der Grofle
O(n) beschreiben lé8t. Somit gilt sogar eine echt exponentielle untere Schranke von 2™
an die Grofle der entsprechenden CTL-Formeln.

5.4.2 Komplexitat

Nicht nur, dass die Ausdruckstirke von CTL™' entgegen der Hoffnung gering ist, man
kann ebenfalls durch Reduktion auf das Wortproblem fiir alternierende und exponentiell
platzbeschriinkte Turing Maschinen zeigen, dass das Erfiillbarkeitsproblem fiir CTL™
2-EXPTIME-hart, also genauso schwer wie das fiir CTL* ist. Dies ist dann natiirlich
auch eine obere Schranke, da CTL™ ein syntaktisches Fragment von CTL* ist.

Satz 5.7
Das Erfiillbarkeitsproblem fiir CTL" ist 2-EXPTIME-vollsténdig.

Es stellt sich noch die Frage nach dem Model Checking Problem fiir CTL™. Man sieht
leicht, dass dies mindestens so schwer ist wie das Model Checking Problem fiir LTL™"
und somit (vermutlich) schwerer als das Model Checking Problem von CTL.

Satz 5.8
Das Model Checking Problem fiir CTL™ ist NP-hart und co-NP-hart.

Da CTL™ unter Komplement abgeschlossen ist, d.h. 7, s = ¢ gdw. T, s = =, kénnen
wir nicht erwarten, dass das Model Checking Problem vollsténdig fiir NP oder co-NP ist.
Man kann zeigen, dass es vollstindig fiir AL, eine deterministische Komplexitétsklasse,
die oberhalb von NP und co-NP und unterhalb von PSPACE liegt, ist.
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5.4.3 Unidres CTL"

Wie bei CTL kénnen wir auch undres CTL™, CTL*~, betrachten. Diese Logik entsteht,
wenn man in der Definition von CTL™ die beiden biniren, temporalen Operatoren U
und R durch ihre Spezialformen F und G ersetzt. Offensichtlich gilt CTL™ < CTLT™ <
CTL bereits aus syntaktischen Griinden und Satz 5.5. Es stellt sich die Frage, ob diese
Inklusionen strikt sind.

Satz 5.9
CTL*~ < CTL.

Beweis In Satz 3.16 wurde gezeigt, dass es keine CTL™-Formel gibt, die dquivalent zu
der CTL-Formel E(pUq) ist. Der Beweis benutzt zwei Familien von linearen Transiti-
onssystemen, die von keiner CTL™-Formel unterschieden werden kénnen. Auf linearen
Transitionssystemen gilt aber sicherlich CTL™ = CTL"™, da sich dort mithilfe von
Lemmas 5.3 und 5.4 die Laufquantoren in einer CTL™ -Formel iiber die booleschen
Operatoren ziehen lassen, bis eine CTL™-Formel entstanden ist. Also gibt es auch keine
CTL*-Formel, die die beiden linearen Transitionssysteme unterscheidet. ]

Beachte folgendes Phinomen: Uber allgemeinen Transitionssystemen gilt CTL = CTL™,
also insbesondere iiber linearen Modellen. Uber solchen gilt auch CTL™ = CTL*~. Es
stellt sich die Frage, ob dies nicht auch allgemein so ist. Dem ist aber nicht so.

Satz 5.10
CTL™ < CTL*.

Beweis Wir zeigen, dass es keine CTL™-Formel gibt, die dquivalent zu der CTLT -
Formel E(Fp A Gq) ist. Dazu definieren wir wiederum induktiv zwei Familien von Transi-
tionssystemen 7,7/, n € N. Fiir n = 0 sehen diese folgendermafien aus.

7?)/

Und fiir n > 0 werden sie folgendermafien konstruiert.
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Erstens gilt offensichtlich 7, s, = E(Fp A Gg) und 7./, s,, = E(Fp A Gq) fiir alle n € N.
Ersteres gilt wegen dem Lauf, der rekursiv immer nach 7,1 absteigt und letztendlich
7o durchléuft. Zweiteres gilt, weil kein Lauf durch ein 7/, der genauso rekursiv absteigt,
immer ¢ erfiillt. Jeder Lauf, der sofort in ein t, miindet, erfiillt niemals p, und jeder
Lauf, der durch ein w,, fithrt, kann nicht iiberall ¢ erfiillen.

Wir bemerken, dass aulerdem gilt:

1. Alle Zustéinde ¢; in beliebigen 7,, oder 7./, n > i, sind bisimilar.
2. T, up ~ T uy, fiir alle n > 1.

3. Jeder Lauf durch 7,, oder 7, durchlduft schlieBlich nur noch einen Zustand t; fiir
ein 1 < n.

Als nichstes zeigen wir durch Induktion iiber n, dass fiir alle ¢ € CTL™ mit td(¢) > n
gilt: Tp, sn = gdw. 7!, s, = . O.B.d.A. kénnen wir davon ausgehen, dass ¢ nur aus
atomaren Propositionen mit Disjunktionen, Negationen und den temporalen Operato-
ren EX, EG und EF aufgebaut ist. Die Behauptung ist fiir atomare Propositionen sofort
ersichtlich und folgt fiir die booleschen Operatoren sofort aus der Induktionshypothese.
Es bleiben die drei Félle der temporalen Operatoren iibrig.

Fall ¢ = EX¢). Angenommen es gilt 7,,s, = ¢. Dann gibt es drei Unterfille: (a)
Toytn = U, (b) Tnyu, = 1 oder (¢) Tp—1,Sn—1 = 1. Liegt (a) oder (b) vor, dann ldsst
sich sofort mithilfe der Bemerkungen (1) oder (2) schliefien, dass auch 7./, t,, = ¢ bzw.
7., uy = 1 gilt. Liegt Fall (¢) vor, dann beachte, dass td(¢) = td(p) — 1 gilt, weswegen
sich die Induktionshypothese anwenden lésst und 7] 4, s,—1 [= 9 liefert. Dann gilt aber
sicherlich auch 7, s, = ¢. Die Riickrichtung lduft vollkommen analog ab.

Fall ¢ = EGy). Angenommen es gilt 7, s,, = . Aus der Bemerkung (3) von oben folgt
dann insbesondere (a) 7y, sy, =9 und (b) T;,t; =1 oder T/, t; = 4 fiir ein ¢ < n. Jetzt
wenden wir die Beobachtung (1) von oben auf (b) an und erhalten auch 7!, ¢, = 1. Auf
(a) wenden wir die Induktionshypothese an, da td(v) < td(¢p) ist, und erhalten ebenfalls
7., sn = 1. Dann gilt aber auch 7., s,, = ¢. Die Umkehrung wird ebenfalls vollkommen
analog bewiesen.

90



5.5 Fair CTL

Fall ¢ = EFy). Angenommen es gilt 7,,, s, = ¢. Dann gibt es also einen Zustand z in
T, so dass T, x |= 1 gilt, da jeder Zustand in 7, von s, aus erreichbar ist. Wir miissen
mehrere Félle unterscheiden.

e Falls x = s, dann folgt 7, s,, = ¢ aus der Induktionshypothese fiir 1.
e Falls x = u; fiir ein ¢ < n, dann folgt 7,!, s, = 1 aus Bemerkung (2) von oben.
e Falls x = ¢; fiir ein ¢ < n, dann folgt 7,/, ¢, = ¢ aus Bemerkung (1) von oben.

e Falls z von u,, aus erreichbar ist, dann gilt auch 7/, z |= ¢, da = auch in derselben
Form in 7, vorhanden ist.

e Falls x von s,,_1 aus erreichbar ist, dann gibt es ein y, welches von u,, aus erreichbar
ist, so dass z ~ y. Da der von u, aus erreichbare Teil ebenfalls in 7] vorhanden
ist, gilt somit auch hier 7).y |= .

In allen Féllen gibt es also einen Zustand y in 7/, der 1 erfiillt, womit auch 7., s, &= ¢
gezeigt ist. Die Riickrichtung wird wiederum genauso bewiesen.

Der Rest des Beweises geht wie iiblich vor. Angenommen, es gibe eine CTL™ Formel
¢, so dass ¢ = E(Fp A Gg). Sei n := td(p). Dann miisste 7, s, E ¢ und 7 s, £ ¢
gelten, was aber der soeben bewiesenen Aussage widerspricht, dass diese beiden nicht
von CTL™-Formeln der temporalen Tiefe < n unterschieden werden kénnen. ]

5.5 Fair CTL

Da die Restriktion der Syntax von CTL* auf CTL™ nicht den gewiinschten Effekt —
insbesondere hohere Ausdrucksstiarke als CTL — hatte, erweitern wir jetzt gezielt die
Syntax von CTL um wiinschenswerte Eigenschaften.

Definition 5.6

Sei P eine Menge von Propositionen. Ein Fairnessprdadikat iiber P ist eine positive
boolesche Kombination ® von Formeln der Form GFI, wobei [ ein Literal iiber P ist. Die
Syntax von Fair CTL (FCTL) ldsst in der Syntax von CTL auch um Fairnesspradikate
relativierte Laufquantoren zu.

¢ = q|qleVel|lpANp|EXp|AXp | Ee(pUy) | Ap(pUY) | Eo(¢R) | Ag(pUt)

wobei ¢ € P und ® ein Fairnesspriadikat iiber P ist. Die temporale Tiefe td(yp) einer
FCTL-Formel definieren wir hier genauso wie bei CTL — Fairnesspréadikate werden also
nicht beriicksichtigt.

Die Semantik ist eindeutig durch Einbettung in CTL* gegeben:

Ep(¥) = E(®AY)
Ap(¥) = A(® — )
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Beispiel 5.5

Betrachte ein Szenario, in dem mehrere Prozesse Py, ..., P, auf eine Ressource zugreifen.
Diese darf aber nur von einem einzigen Prozess zur selben Zeit benutzt werden. Jeder
Prozess P; kann iiber die Proposition s; signalisieren, dass er auf die Ressource zugreifen
mochte. Mit den Propositionen e; und f; wird angedeutet, dass Prozess P; den Zugriff
erhilt, bzw. die Ressource wieder freigibt. Eine korrekte Implementierung eines solchen
Protokolls, welches auch wechselseitiger Ausschluss oder mutual exclusion genannt wird,
sollte sicherlich die folgenden CTL-Formeln erfiillen.

AG</\eZ—>A fiR(

Dies besagt, dass niemals ein Prozess die Ressource erhélt, wenn ein anderer sie noch
nicht freigegeben hat. Aulerdem méchte man sagen, dass jeder Prozess, der die Ressource
haben mochte, sie irgendwann auch einmal erhélt.

||>:

n

AG( /\ s; — AFe;)

i=1

Diese Formel ist aber im Allgemeinen nicht erfiillt, denn es kann evtl. Laufe geben, bei
denen ein Prozess die Ressource erhiilt, sie aber nicht mehr freigibt. Somit kann auf
solchen Léufen kein anderer Prozess sie erhalten. Dennoch sollte deswegen die Imple-
mentierung des Protokolls, welches lediglich die Signale der Prozesse registriert und die
Ressource, wenn moglich, zuteilt, nicht als inkorrekt angesehen werden. Vielmehr ist es
der eine Prozess, der die Ressource nicht wieder freigibt, der inkorrekt ist.

FCTL bietet eine verfeinerte Moglichkeit, diese Art der Korrektheit zu spezifizieren.
Wir wollen als Fairnesspridikat eine Formel benutzen, die “unendlich oft wird die Res-
source einem Prozess zugeteilt” ausdriickt. Beachte, dass gilt:

n

GF ( \/ ) = \n/ GFe;

=1

womit solch ein Fairnesspridikat ® gefunden ist. Dann lédsst sich obige CTL-Formel
verfeinern zu

n
AG( /\ S; — A@Fei)

=1

5.5.1 Ausdrucksstarke

Satz 5.11
CTL < FCTL.

Beweis Die Inklusion gilt, da tt als Fairnesspradikat darstellbar ist, z.B. ® := GFq V
GF—q. Dann ist E(¢Uy)) = E¢(Ut), etc.

Die Striktheit der Inklusion ist eine Konsequenz aus Satz 3.11. Angenommen, es wiirde
CTL = FCTL gelten. Dann miisste es auch eine CTL-Formel geben, die dquivalent zu
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der FCTL-Formel Egp, (ttUtt) wire. Diese ist aber dquivalent zu der CTL*-Formel EGFg,
deren Eigenschaft nicht in CTL ausgedriickt werden kann. ™}

Beachte, dass ein Fairnesspradikat auch eine LTL-Formel ist, weswegen man sie direkt
tiber Léufen interpretieren kann.

Lemma 5.5
Sei m = sgs1 ... ein Lauf. Fiir alle Fairnessprédikate ® und alle i € N gilt: 7 = & gdw.

(0 = .

Beweis Dies folgt sofort aus der Tatsache, dass ein endliches Anfangsstiick eines Laufs
nichts daran &ndert, ob auf dem Lauf unendlich oft eine Proposition (nicht) gilt. Es ist
also leicht zu sehen, dass fiir alle Literale [ und alle i € N gilt: 7 |= GFl gdw. 7(¥) |= GFI.
Fiir allgemeine Fairnesspridikate folgt die Aussage dann leicht per Induktion iiber ihren
booleschen Aufbau. ]

Satz 5.12
FCTL < CTL*.

Beweis Wir zeigen in der iiblichen Weise, dass es keine FCTL-Formel gibt, die dquiva-
lent zu der CTL*-Formel AF(q A Xq) ist. Dazu konstruieren wir wiederum zwei Familien
von Transitionssystemen 7, und 7, fiir alle n € N wie folgt. Fiir n = 0 sehen diese
folgendermaflen aus.

7y 7y

q q
q
Fiir n > 0 sind diese induktiv definiert als
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Man erkennt leicht, dass fiir alle n € N gilt: 7y, s,, = AF(qAXq), aber 7., s,, = AF(qAXq).

Als néchstes zeigen wir durch Induktion {iber den Aufbau von FCTL-Formeln ¢, dass
fiir alle n € N mit td(p) < n gilt: T,z E ¢ gdw. 7!,z = ¢, wobei z € {s,,t,}. Die
Aussage des Satzes ergibt sich daraus dann wieder in der iiblichen Weise.

Fiir atomare Propositionen ist dies wiederum sofort ersichtlich, und die Fille der
booleschen Operatoren werden sofort aus der Induktionshypothese hergeleitet. Es bleiben
noch die Félle EXt), Eg(1)1Uths) und Eg(¢1Re)e) fiir beliebige Fairnesspridikate ® zu
zeigen. Wir beschrianken uns hier auf die Zusténde s,,. Fiir die ¢,, wird dies alles analog
bewiesen.

Fall o = EX¢:  Esgilt 7, s, = @ gdw. Ty, ty, = oder Tp_1, 8p—1 =P oder 7,1, 51 |
1. Auf den ersten Fall ldsst sich die Induktionshypothese anwenden. Damit erhilt man
sofort 7./, s, = ¢ und umgekehrt.

Fiir die verbleibenden Félle bemerken wir folgendes. Sei ® ein beliebiges Fairnesspradi-
kat. Dann gilt fiir alle n € N und fiir alle Léufe 7, 7" in 7,, oder 7] : 7 = ® gdw. 7’ |= ®.
Dies ist eine Konsequenz aus Lemma 5.5, da alle solche Léufe von der Form o () fiir ein
beliebiges Prifix o sind, und sich somit zwei verschiedene Léufe nur durch ein endliches
Anfangsstiick unterscheiden.

Sei @ also ein beliebiges Fairnesspridikat. Dann sind entweder alle Laufe in diesen
Transitionssystemen oder keiner Modell von ®. D.h. iiber diesen Familien von Transi-
tionssystemen ist FCTL nur so ausdrucksstark wie CTL und es reicht aus, die {ibrigen
Falle durch die einfachen CTL-Konstrukte E(¢1Ut2) bzw. E(1)1Rtp2) zu ersetzen.

Fall ¢ = E(¢1U¢2): Angenommen 7,,,s, = E(11Ut). Dann gilt 7,, s, = 12 oder es
gibt einen Lauf 7, der )1 Ut), erfiillt. Im ersten Fall erhatlen wir 7./, s,, = ¢ direkt aus der
Induktionshypothese. Ansonsten miissen wir drei Félle unterscheiden. Falls 7 sofort in
Tn—1 oder 7! | miindet, dann finden wir denselben Lauf auch in 7, und kénnen daraus
ebenfalls 7./, s, = ¢ schlieen. Falls 7 iiber ¢,, in 7,1 miindet, dann gibt es wiederum
zwei Unterfélle: Wenn ¢, = 19, dann gilt mit der Induktionshypothese fiir ¢, und
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sowie fiir s,, und ¢1 auch 7] = . Wenn )9 erst in 7,,_; erfiillt wird, dann findet sich aber
auch ein Pfad, der sofort — und nicht iiber ¢,, — in 7,1 miindet und 1 Ut erfiillt. Dieser
existiert aber auch in 7, womit die Behauptung auch in diesem Unterfall bewiesen ist.
Die Riickrichtung wird analog gezeigt.

Fall ¢ = E(¢1Ry): Dies geht genauso durch multiple Fallunterscheidungen wie im
vorherigen Fall. -

5.5.2 Komplexitat

Es zeigt sich, dass FCTL eine bessere Einschrinkung von CTL* bzgl. Komplexitdt und
Ausdrucksstirke als CTLT ist. Aus den Sétzen 5.5 und 5.11 folgt natiirlich CTLT <
FCTL. Andererseits kann man zeigen, dass die Model Checking Komplexitét von FCTL
gleich der von CTL™, nimlich As-vollstéindig ist. Insbesondere gilt das folgende Resultat.

Satz 5.13
Model Checking FCTL ist NP-hart und co-NP-hart.
Dass dies nicht an den Fairnessoperatoren GF[ alleine liegt, zeigt folgendes Resultat.

Satz 5.14
Das Model Checking Problem fiir FCTL mit Fairnesspréidikaten der Form A \/ GFl;; ist
]

P-vollstiandig.
Dass man durch diese eingeschriankte Form keine Ausdrucksstérke verliert, sollte klar

sein: Jedes Fairnesspradikat ldsst sich dquivalent in diese Form iibersetzen. Dabei kann
allerdings die resultierende Formel exponentiell grofier werden.
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