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Einfiihrung

Motivation

“Exakte Methoden” wie in den ersten beiden Kapiteln sind
auf Systeme mit nicht zu groBem Zustandsraum beschrankt.
Durch entsprechend abstrakte Modellierung kann man zwar
den Zustandsraum hinreichend verkleinern; der
Modellierungsschritt bleibt dann aber unverifiziert.

Dieses und das nachste Kapitel befassen sich mit
Analysemethoden fiir Software realistischer GroBe.

Die zu beweisenden Eigenschaften sind allerdings entweder
schwicher, oder erfordern menschliche Hilfe.

Beispiele “schwacherer Eigenschaften”: Abwesenheit von
Laufzzeitfehleren wie Division durch Null, falscher
Speicherzugriff, ungefangene Exceptions, Verletzung von
Ressourcenschranken und -protokollen (z.B. Dateizugriff).
Beispiele fiir “menschliche Hilfe": Typannotate,
Zusicherungen, Invarianten, formale Beweise.
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Einfache While-Sprache

@ Arithmetische Ausdriicke:
az=x|n|aop,a
@ Boole'sche Ausdriicke:
b ::=true | false | not b | biop,by | a10p,a2
@ Programmstiicke (statements):
S u=[x:=a]’| [skip’ | S1; S, | if [b]’ then S; else S, |
while [b] do S

Hierbei bezeichnen: op, arithmetische Operatoren wie +; op,
Boole'sche Operatoren wie A; op, Relationsoperatoren wie <.

x rangiert liber integer-wertige Programmvariablen, n iiber
Integerkonstanten, ¢ iiber Labels (konkret: natiirliche Zahlen), die
elementare Programmteile markieren. Jedes Label soll nur einmal

162 Vvorkommen (vgl.: Zeilennummern)



163

[y:=x]"; [2: =112 while [y>1]° do ([z:=zy]"; [y:=y-1]°); [y:=0]°

Alternative Notation:

D yI=x;
: z:=1;

Z:=ZXy;

yi=y-1);
y:=0

o O WN

: while y>1 do (
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Kontrollflussgraph

164

Pfade im Kontrollflussgraphen
entsprechen moglichen
Ausfiihrungssequenzen;

Erinnerung: Kontrollfluss = “der
Computer”, also was und in welcher
Reihenfolge es gemacht wird;

@ Knoten des Kontrollflussgraphen sind

die elementaren Anweisungen, also
die, die ein Label tragen;

Knoten, die unmittelbar
aufeinanderfolgen kénnen, werden
durch Kanten verbunden.

Bei Fallunterscheidungen konnen die
Kanten mit Antworten beschriftet
werden.



Programmanalyse und Typsysteme

Reichweite von Zuweisungen

165

Reichweite von Zuweisungen

Definition

Eine Wertzuweisung x := a erreicht einen bestimmten
Programmpunkt, wenn es eine Programmausfiihrung gibt, die
diesen Programmpunkt iiber die Wertzuweisung erreicht und
zwischen der Wertzuweisung und dem Programmpunkt die Variable
x nicht verandert wird.

Im Beispiel erreicht die Zuweisung y:=x bei Label 1 den Eingang
zur Instruktion z:=1 bei 2.

Fiir Programmpunkt ¢ bezeichnet RDentry, (¢) die Zuweisungen, die
seinen (¢'s) Eingang erreichen und RDe:(¢) die, die seinen
Ausgang erreichen.
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Detailliertes Beispiel

[y:=x]"; [z:=1]% while [y>1] do ([z:=zxy]*; [y:=y-1]"); [y:=0]°

Mit (x,?) bezeichnen wir die Zuweisung eines Startwertes
auBerhalb des analysierten Programmfragments.

Fiir Programmpunkte £ in denen keine Variable verdndert wird,
stimmen RDeptry (¢) und RDeyir(€) liberein.

14 RDentry(g) RDexit(E)

11 (x,7),(v,7):(27) (x7),(v,1),(2,7)

21 (x,7),(v,1),(2,7) (x7),(y:1),(22)
31(x%7),(v,1),(v,5),(2,2),(2,4) | (x,7),(y,1), (v,5), (2,2), (2,4)
41 (x7),(y,1):(y,5),(2,2),(2,4) | (x,7),(v,1):(y,5), (2, 4)

5| (x7),(v,1),(y,5),(2,4) (x,7),(y,5), (2,4)

6] (x,7),(v,1):(v,5):(2,2),(z,4) | (x,7),(y,6), (2,2), (2, 4)
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Datenflussgleichungen fiir RDgyj;

RDexit(1) = (RDentry(1) \ {(v,€) | £=1..6,7}) U{(y, 1)}
RDexit(2) = (RDentry(2) \ {(2,€) [ £ =1..6,7}) U{(z,2)}
RDexit(3) = RDentry(3)

RDexit(4) = (RDentry(4) \{(2,€) | £ =1..6,7}) U{(z,4)}
RDexit(5) = (RDentry(5) \ {(v,€) | £=1..6,7}) U{(y,5)}
RDexit(6) = (RDentry(6) \ {(y,€) | £ =1..6,7}) U{(y,6)}

Allgemeines Schema:
RDeyit(1) = (RDentry(1)\ “Zuweisungen, die entwertet werden”)U

“neu gemachte Zuweisungen”
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Datenflussgleichungen fiir RDeptr,

RDG"",V(l) - {(X,?),(y,?),(z,?)}
RDentry(z) — RDexit(]-)
RDentry(3) - RDexit(z) U RDeX/t(S)
RDentry(4) — RDexit(3)
RDentry(5) = RDexit(4)
RDentry(6) RDexit(3)
Allgemeines Schema:
RDenery(€) = {(x,7?) | x Programmvariable} U

Up.or—s RDexit(¢'), falls ¢ Einstiegspunkt
RDentry(g) - UZ/:EI*)Z RDeXit(gl), sonst
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Kleinste Losung

@ Wir interessieren uns fiir die kleinste Losung dieser
Gleichungen. (“Kleinst” im Sinne von komponentenweiser
Inklusion)

@ Jede L&sung ist sicher in dem Sinne, dass jede
Reichweitenbeziehung auch erfasst wird.

@ Es gibt Losungen, die mehr Reichweitenbeziehungen
auffiihren, als tatsichlich vorhanden sind, z.B. bleiben die
Gleichungen giiltig, wenn man zu den RD-Mengen in der
Schleife jeweils den Eintrag (x,5) hinzunimmt.

@ Auch die kleinste Losung kann iiberfliissige Eintrage
enthalten. Beispiel:

while [true]! do [skip]?; [x:=y]®
Hier gilt selbst fiir die kleinste Losung RDentry(3) = (y,?).

Es gibt kompliziertere Beispiele und im allgemeinen sind die

169 semantisch definierten Reichweiten unentscheidbar.
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Berechnung der kleinsten Losung

Die kleinste Losung eines Systems von solchen Mengengleichungen
kann man berechnen, indem man fiir jede der gesuchten Mengen
RD eine mit () initialisierte dynamische Menge vorsieht und solange
Mengen durch die rechten Seiten ihrer definierenden Gleichungen
ersetzt, bis nichts mehr passiert.

14 RDentry(g) RDexit(e) 14 RDentry(g) RDexit(e)
110 0 1 (x,7),3:7:,=7 | 1)

210 0 210 (z,2)

300 0 ~ 30 0 ~
410 0 410 (z,4)

5(0 0 5[0 (y,5)

6|0 0 6|0 (v,6)

[y:=x]1; [z:=1]2;while [y>1]3 do ([z:=z*y]4; [y:=y—1]5); [y:=0]6
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sgleichungen

Programmanalyse u:

Datenflus:

sgleichungen

Fortsetzung 1

Losung der Datenflus:

1]% while [y>1]° do ([z:=z*y]*; [y:=y-1]°); [y:=0]°

[y:=x]*; [z:

RDexit (ﬂ)
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sgleichungen

Programmanalyse u:

Datenflus:

sgleichungen

Fortsetzung 2

Losung der Datenflus:

y-11°); [y:=0]°

1]%; while [y>1]® do ([z:=z*y]*; [y:

[y:=x]*; [z:
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Constraint-basierte Analyse

Constraint-basierter Ansatz

Anstatt Gleichungen aufzustellen, kann man auch Bedingungen
formulieren, denen die unbekannten Mengen RDeniryy, und RDeyit
genuigen miussen.

Diese Bedingungen (“constraints’) unterscheiden sich von den
Gleichungen nur durch die Verwendung von O anstelle von =. Z.B.
hat man

RDexit(5) 2 (RDentry (1) \ {(v, ) | £ =1..6,7}) U {(y,5)}

oder noch “konkreter” aber dquivalent:

RDeyit(5) 2  RDentry(5) \ {(y,¢) | £ =1..6,7}
RDexit(S) 2 {(Y> 5)}

Die erste Bedingung kommt daher, alle eingangs vorhandenen
Reichweiten, die nicht iiberschrieben werden, fortgelten. Die zweite
Bedingung kommt von der explizit hinzugekommenen Zuweisung
und deren Reichweite.
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Constraint-basierter Ansatz, Forts.

Die Bedeutung des Constraint-basierten Ansatzes liegt darin, dass
man sie inkrementell erzeugen kann und nicht die gesamte
Gleichung fiir eine linke Seite (hier RDeyit) auf einmal aufstellen
muss.

Die “Gleichung” RDeit(5) = {(y,5)} ware ja nicht richtig.

Man I0st ein System von Constraints ganz dhnlich wie ein
Gleichungssystem: Fiir jede linke Seite eine mit ) initialisierte
dynamische Menge vorhalten; solange die rechten Seiten auswerten
und dazugeben, bis sich nichts mehr dndert.
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Anwendung: Constant folding

Mit den folgenden Regeln kann man ein gegebenes Programm u.U.
verbessern:

@ Werte rechte Seiten ohne Variablen zu Konstante aus. Z.B.:
x:=5%9-1 ~» x:=44.

@ Propagiere Konstantendefinitionen: Falls [x:=n]¢ und (x, £)
der einzige Eintrag zu x in RDepsry(¢') ist, so ersetze [y :=a]”
durch [y :=a[n/x]]". Analog ersetze [b] durch [b[n/x]]*
Z.B.: Falls [x:=44]° und RDentry(7) = {(x,5),(y,7)}, dann
[y :=2%x-3]" ~» [y:=85]"
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Weitere Analysen
Verfiigbare Ausdriicke

Verfligbare Ausdriicke

Wir interessieren uns jetzt dafiir, welche arithmetischen Ausdriicke
an einem bestimmten Programmpunkt verfiigbar sind, also nicht
neu berechnet werden miissen, wenn man bereit ist, beechnete
Ausdriicke in einer Tabelle abzuspeichern.

[x:=a+b]!; [y:=a*b]? while [y>a+b]® do ([a:=a+1]*; [x:=a+D]®)

Beim Test [y>a+b]3 ist der Ausdruck a+b verfiigbar, miisste also
dort nicht neu berechnet werden. Man kdnnte das Programm also
durch folgende effizientere Version ersetzen:

[mem:=a+b]'?; [x : =mem|!; [y : =axb]?;
while [y>mem|? do ([a:=a+1]*; [mem:=a+b]>?; [x:=mem]®)
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Verfiigbare Ausdriicke

Datenflussgleichungen

Wir bezeichnen mit AEcpiry (¢) bzw. AEet(¢) die bei Ein- und
Ausgang eines Labels verfiigbaren Ausdriicke. Es gelten die
folgenden Datenflussgleichungen:

AEentry(g) — mzl:z/_% AEexit(El)
AEeit() = (AEentry(€) \ killag(B*)) U genag(B")

wobei B das durch ¢ beschriftete Programmstiick (“Block”) ist
und

killag([x:=a]’) = {a'|x <€ FV(a)}

killae([skipl?) = 0

killag ([b]°) =0

genag([x:=a]") = {&'|a Teilausdruck von a und x ¢ FV(a)}
genag([skip]) = 0

genae([b]°) = {4’ | & Teilausdruck von b}
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Datenflussgleichungen im Beispiel

[x:=a+b]'; [y:=a*b]2;whi1e [y>a+b]3 do ([a:=a+1]*; [x:=a+b]°)
£ | kill
1 @I A ?‘::l_éi AEentry(l) = @
2 (Z) {a*b} AEentry(2) = AEexit(]-)
AEentry(?’) = AEexit(2)mAEexit(5)
310 {a+b}
AEentry(4) = AEeit(3)
4 | {a+b,axb,a+1} | ) AEe(5) = AEa(4)
5[0 {a+b} entry - exit
AEeXit(l) = AEentry(l) U {a+b}
AEexit(2) = AEentry(z) U {a*b}
AEexit(s) = AEentry(3) U {a+b}
AEexit(4) = AEentry(4) \ {a+b, axb, a+1}
AEexit(5) - AEentry(S) U {a+b}
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GroBte Losung

Auch hier ist jede Lésung der Datenflussgleichung gerechtfertigt,
allerdings sind wir an mdglichst groBen AE-Mengen interessiert.
Wir berechnen daher die gréfte Losung. Man erhilt sie wie die
kleinste Losung, initialisiert allerdings die dynamischen Mengen
jeweils mit der Menge aller Ausdriicke (die im Programm
vorkommen) anstatt mit .

Man erhalt:

AEentry(e) AEeXit(g)

0 | {arb}
{atb} | {a+b,a*b}
fatb} | {a+b}
{atb} |0

0 {a+b}

Gl WN RS
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Verfiigbare Ausdriicke

GroBte vs. kleinste Losung

Im Beispiel stimmen groBte und kleinste Lésung zufillig iiberein.
Das liegt daran, dass die Schleife alle Ausdriicke “killt”.

Anders bei diesem Beispiel:

[x:=a+b]1;while [x>y]2 do [X:=X-1]3;

Hier gelten die Gleichungen

AEentry(l) = @
AEentry(2) — AEeXit(]-) N AEeXit(4)

AEentry (3) = AEexit (2)

AEexit(l) - AEentry(l) U {a+b}
AEexit(2) - AEentry(z)
AEexit(3) = AEentry(3)

180

Die groBte Losung liefert AEey:(3) = {a+b} wahrend bei der

kleinsten Losung AEqit(3) = 0 gilt.
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Liveness von Variablen

Eine Programmuvariable ist an einem bestimmten Programmpunkt
live, wenn ihr vor diesem Programmpunkt ein Wert zugewiesen
wurde und dieser Wert spater noch gebraucht wird.

Anders gesagt, kann man eine Variable, die nicht live ist,
ungestraft tiberschreiben.
Anwendungen:

@ Zuweisungen zu Variablen, die nach der Zuweisung nicht live
sind, sind redundant und kdnnen eliminiert werden.

@ Zwei Variablen, die nie gleichzeitig live sind, konnen zu einer
einzigen verschmolzen werden.

Beispiel:

[X:=2]1; [y:=4]2; [x:=1]3; (if [y>x]4 then [z:=y]5 else [z:=y*y]6); [X:=z]7
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Live-Variablen Gleichungen

Wir bezeichnen mit LVeptr, (£) bzw. LVt (¢) die Mengen der
Variablen, die bei Ein- und Ausgang eines Labels live sind. Es
gelten die folgenden Datenflussgleichungen:

LVexit(g) - Uglzg_,g/ Lventry(gl)

LWVentry(£) = (LVexit(€) \ Killoy(B*)) U geny\/(B"))
killoy([x:=al") = {x}

killyy ([skipl?) = killpy([b]%) = gen;\ ([skip]’) = 0
genyy([x:=al') = FV(a)

genyy([bl) = FV(b)

Es handelt sich um eine Riickwartsanalyse, da Information
entgegen der Kanten im Kontrollflussgraphen propagiert wird.
Wir gehen davon aus, das am Programmende keine Variable live
ist. Alternativ kénnen wir bestimmte Variablen als “Output”

13> deklarieren und dann zur entsprechenden LV hinzugeben.
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Weitere Analysen
Liveness von Variablen

Datenflussgleichungen im Beispiel

LVexir(1) \ {x}
LVeXlt(2) \ {Y}
LVexit(3) \ {x}
LVeit(4) U {x,y}

(LVexie(5) \ {z}) U {y}
f{L\}/exit(ﬁ) \{z}) u{y}
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Kleinste Losung

[X:=2]1; [y:=4]2; [x:=1]3; (if [y>x]4 then [z:=y]5 else [z:=y*y]6); [x:=z]7

Lventry Lvexit
0 0

0 {v}
{v} {x, v}
{xy} {v}
{v} {z}
{v} {z}
{z} 0

Wir interessieren uns fiir die kleinste Losung, da die Gleichungen
eine Approximation von oben darstellen.

~NOoO Ok~ WDN RS
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Typsystem fiir Reaching Definitions

o > . (Ass)
[x:=a]" : D — D\ {(x,¢)| ¢ € LabU{?}} U{(x,¢)}
SKIP
[skip]’: D — D ( )
51:D1—>D2 512D2—>D3
(sEQ)
51; 52 . D1 — D3
51 . D1 — D2 52 . D1 — D2 (IF)
if [b]’ then S; else So : Dy — Dy
S:D—D
7 (WHILE)
while [b]°do S:D — D
S:Dy— D Dy CD D> C D,
1 2 1 =M1 2 = bh (SUB)

185 S: D — D!
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Bedeutung des Typsystems

o Mit dem Typsystem lassen sich Typurteile der Form
S : Dy — D,, wobei Dy, D> Mengen von Zuweisungen, also
(x,£) und (x,7?) sind.

°

® Ist RDeptry/exit(—) Losung des Constraintsystems, so ldsst sich
fiir jedes Programmstiick S das Typurteil

S: RDentry(init(S)) - Ufefinal(S) RDeX’.t(g)

herleiten.

Hier bezeichnet init(S) das Eingangslabel von S und final(S) die
Ausgangslabels von S. Wenn etwa S ein if-then-else ist, dann gibt
es mehr als ein Ausgangslabel.
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Beispiel

[y:=x]"; [z:=1]% while [y>1] do ([z:=zxy]"; [y:=y-1]"): [y:=0]°

Es sei D :={(x,7),(y,1),(y,5),(z,2),(z,4)}.

[z2:=zxy]" : D-D\ {(2,2)} [y:=y-1I°: D\ {(2,2)}—D\ {(2,2). (y, 1)}
[2:=2xy]* [y:=y-1]" : D — D\ {(2,2). (y,1)}
[z:=zxy]* [y:=y-1]°: D — D

while [y>1]® do ([z:=2z*y]* [y:=y-1]®): D — D
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Operationelle Semantik

Programmzustiande (o) sind Abbildungen von Variablen auf Werte.
Die Urteile

e (S,0) — o' (Programmstiick S liefert bei Startzustand o den
Endzustand o)

e (S,0) — (§',0') (Die Auswertung von S im Zustand o fiihrt
zum Zwischenzustand o’; es bleibt noch S’ abzuarbeiten. )

werden durch folgende Regeln definiert:
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Regeln fiir die operationelle Semantik

([x:=a],0) — o[x—[a]o]

(skip,0) — o

<51’J> - <U,’Si>
(S1; S2,0) — (S51; S2,07)

<51, U> — o’ <52, OJ> - <5é7 0//>

(S1:52,0) — (53,0")

(S1,0) = o’ (Sp,0")y — o

1

(S1; S2,0) — o

(Ass)

(SKIP)

(sEQ1)

(SEQ2)

(SEQ3)
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Regeln fiir die operationelle Semantik, Forts.

[b]o = true (S1,0) = X
(if b then 51 else Sp,0) — X

[b]o = false (S2,0) = X
(if b then 51 else Sp,0) — X

[b]o = false
(while bdo S,0) — o

[b]o = true
(while b do S,0) — (S;while b do S,0)
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Instrumentierung der operationellen Semantik

o Fiir den Korrektheitsbeweis der RD-Analyse reichern wir die
Zustinde um eine Komponente an, die die Menge der aktiven
Zuweisungen mitfiihrt.

@ Mit 0.D bezeichnen wir diese Komponente.

@ Der Anfangszustand oy setzt alle Variablen auf 0 und es gilt
01.D = {(x,7) | x Programmvariable}.

@ Die Regel [ass] ist wie folgt anzupassen:

([x:=a]’,0) — o[x—[a]o][D—0c.D \ {(x,£) | £ Label oder ?} U {(x, £)}]
(AsS)
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Korrektheit des Typsystems fiir RD

Korrektheit des RD-Typsystems
Essei S: Dy — D> und 0.D C D;.
e Wenn (S,0) — ¢’ dann ¢'.D C D;.
e Wenn (S,0) — (§',0’) dann ¢’.D C Dy, und S’ : Dy, — Ds.

Der Beweis erfolgt durch simultane Induktion iiber die Herleitung
von (S,0) — X (erste Prioritdt) und iiber die Herleitung von
S : D1 — D, (zweite Prioritat).
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Semantische Korrektheit von Typsystemen

Typinferenz

Man kann das Typsystem als Zwischenschritt zum Beweis der
Korrektheit der Programmanalyse einsetzen: Jede Losung der
Datenflussgleichungen liefert Typherleitung; jede Typherleitung
liefert semantisch korrekte Aussage.

Man kann alternativ auch gleich einen Algorithmus zur Findung
einer Typherleitung konstruieren: Hierzu baut man eine
“Skelett-Typherleitung”, die Mengenvariablen anstelle von
konkreten Mengen enthalt. Die Nebenbedingungen in den Regeln
wie sub werden dann zu Constraints deren Lésungen den
Typherleitungen entsprechen.
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Typsystem fiir Live-Variablen

Fiir live Variablen verwenden wir ein dhnliches Format fiir
Typurteile: S : Ly — Ly, wobei L, L, Mengen von Variablen sind.
Die Bedeutung kann hier deklarativer gefasst werden und bedarf
auch keiner Instrumentierung:

Wir schreiben o [, fiir die Einschrankung der Abbildung o auf L.
Also bedeutet o [;= ¢’ |, dass o und ¢’ auf den Variablen aus L
ibereinstimmen.

Korrektheitseigenschaft des Live-Variablen Typsystems
Es gelte S: L1 — Ly und o [[,= 0’ [(,.
e Falls (S,0) — 01, so existiert o} mit (S,0’) — o} und
01 [1,= 01 [1,-
e Falls (S,0) — (5, 01), so existieren Ly, und o] mit

S":Ly— Lyund (S,0") — (S',01) und o1 [1,= 0] [L

m
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Typsystem fiir Live Variablen

[x:=a]" : L\ {x}UFWa) — L

[skip]’: L — L

512L1—>L2 512L2—>L3
51;52:L1—>L3

512L1—>L2 522L1—>L2
if [b]’ then S; else So: L1 — Lo

S:L—1L
while [b]*do S: L — L

5:L1—>L2 Lllng ngLIQ

195 S =L

(Ass)

(Skrp)

(SEQ)

(1F)

(WHILE)

(suB)
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Zusammenfassung Typsysteme

@ Herleitbare Typurteile werden durch Typisierungsregeln
induktiv definiert.

@ Meist gibt es eine Typregel fiir jedes syntaktische Konstrukt
und dariiberhinaus Anpassungsregeln, wie sub.

@ Typurteile kdnnen semantisch interpretiert werden.
Korrektheit besagt, dass jedes herleitbare Typurteil in diesem
Sinne semantisch giiltig ist.
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Semantische Korrektheit von Typsystemen

Zusammenfassung Typsysteme, Forts.

Typkorrektheit wird in der Regel durch doppelte Induktion
liber operationelle Semantik und Typherleitungen bewiesen.
Die Moglichkeit iiber die operationelle Semantik zu induzieren
ergibt sich, da Typkorrektheit meist die Form “Wenn

(S,0) — ..., dann ... hat.

Durch Riickwartsanwendung der Typregeln
(“Skelett-Herleitung") konnen Constraints generiert werden
und durch deren Losung Typherleitungen automatisch
gefunden werden (Typinferenz).

Ergebnisse einer Programmanalyse kdnnen oft in
Typherleitungen iibersetzt werden.

Typsysteme erleichtern die Formulierung von semantischen
Korrektheitsaussagen.
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Typ- und Effektsysteme

@ Analysen fiir funktionale Sprachen und Sprachen mit
Prozeduren und Methoden lassen sich am besten als
Typsystem formulieren.

@ Diese Typsysteme verallgemeinern das von SML bekannte
Typsystem um Effektannotationen (“Typ- und
Effektsysteme”)

@ Wir betrachten hier Typsysteme fiir die Erkennung von
Speicherzugriffen und Exceptions in (unreinen) funktionalen
Sprachen.

@ Die Begriffe Polymorphie und polymorphe Rekursion werden
dabei erldutert.
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Funktionale Sprache

e = c|x|fnx=>e | fun, f x=>¢gy | &1 &
| if ey then e; else e | let x=e1in e | €1 op &

7 rangiert iiber “Labels” und dient der Markierung von
Programmpunkten.
Beispiele:

e (fnx x => x))(fny y =>y).

o fung f x => if x =0 then 1 else xxf(x — 1)
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Funktionale Sprache

Einfaches Typsystem

Typen: 7 ::= int | bool | 74 — T

Typkontexte I': Endliche Abbildungen von Variablen auf Typen.

Nc:7°¢
MNx)=r
MNex:7

MMx—7i] F ep: 7

Efn, x=>¢:7 — ™

rFeliT1—>T2 rFeziTl

I'Feleg:rg

Beispiel: - (fnx x => x))(fny y => y) : 7 — 7 fiir jedes 7.

(Con)

(VAR)

(FN)

(App)
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Einfaches Typsystem, Forts.

Mf—mn—n]x—7]F e : m

M= fun, f x=> ¢ : 71 — T

[+ e :bool Me: 7 lte:T
[ if egthen ejelse e : 7T

r|—612T1 r[X0—>T1]|—6227'2

(LET)
[Flet x=¢ in e :m
FEe P =
b (Op)
Fe oper:Ty
Beispiel:
fung f x => if x = 0 then 1 else xx f(x — 1) : int — int, falls

* % _ .k _ - _ _— _ _— _ _0_ _1_ -
201 7—1—7'2—7'3—’7—1 —7'2 —7'3 =7 =7 = 1nt.
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Typinferenz

Wir erweitern die Typen um Typvariablen:
Tu=1int |bool |13 — T |«

Die Funktion YW nimmt einen erweiterten Typkontext I und einen
Term e und liefert entweder “fail” zuriick, oder ein Paar (6, 7)
bestehend aus einer Einsetzung (Substitution) 6 von erweiterten
Typen fiir die Typvariablen in I und einem erweiterten Typ T,
sodass gilt:
e Falls W(I',e) = (0, 7), so gilt
e [oF e: 7 fiir alle durch Einsetzung von konkreten Typen fiir
Variablen in T'[f] und 7 entstehende Iy und 7.
e Ist g F e: 7 und entsteht Iy durch Einsetzung aus ', so
entstehen g und 7 durch Einsetzung von konkreten Typen fiir
Variablen in T'[f] und 7 (also wie im ersten Spiegelstrich).
e Falls W(I', e) = “fail", dann gibt es keine Typisierung
o F e: 7, sodass Iy durch Einsetzung aus I' hervorgeht.
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e W(0,fnx x => x) = (0, — )

e W([x—bool],x — 1) = “fail"

° W(lx—7],x) = (0, 7)

e W([x—a],x — 1) = (Ja—int], int)

° W([x—a,y—f],x y) = (la—p—71,7)
o W([x—a,y—a],x y) = "fail"

» £ DA
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Definition von W

W, c) = (0,7°) (Cox)
WI(T,x) = (0,T(x)) (VAR)
W(lx—a] Fw, e) = (6,7) a frisch (Fx)

W(T, fn, x=> ) = (6, a[f] — 7)

W(F[f»—>a1—>a2][x»—>a1], eo) = (9,7‘2) 91 sodass a2[9][01] = 7‘2[91]

W(Ffun f x=> eo) = (9;91,@1[0][91] — 7’2[91])
(Fun)

In Regel FUN ist 61 so allgemein wie méglich zu wahlen.

Wir definieren W(T', e) = (6, 7), wenn das mit mit diesen Regeln
(und den auf der nichsten Folie) herleitbar ist.

YATE A YL 1" o nmmim LAaimA c~l~Alh A LIAviAi+F i 1m e A ek At

204



Programmanalyse und Typsysteme
Typ- und Effektsysteme
Typinferenz

Typinferenz, Forts.

W(F, eo) = (00, 7'0)
W(F[Ho], 6’1) = (91,7‘1)
W(T [6o][61], €2) = (62, 72) (1)
W(T,if ey then e; else &) = (09;01;02;0,7)

wobei 6 allgemeinstmoglich so zu wahlen ist, dass
70[91][02]0 = bool und T1[(92][9] = 7'2[9].

01;0> bezeichnet die Hintereinanderausfiihrung von 61 und 65.

Die Regeln fiir AP, LET und OP verbleiben als Ubung.
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Typinferenz

Allgemeinstmogliche Wahl

Fiir erweiterte Typen (mit Variablen) 71, 7> bezeichne U(7y, 72) die
allgemeinstmogliche Einsetzung 6 von erweiterten Typen fiir die
Variablen, so dass 71[f] = 72[6]. Wenn es keine solche gibt, dann
ist U(r1,m2) = “fail”.

Beispiele

o U(a,T) = [ar—T]

e U(int,bool) = “fail"

o U(a—pf,(bool—fF)—int—7y) =

[av—Dbool—int—y, fi—int—n]

01;0> bezeichnet die Hintereinanderausfiihrung von 61 und 65:
[av—[—Dbool]; [f—int] = [w—int—Dbool, fr—int].
Formal kann U/ durch Rekursion iiber die Typsyntax definiert
werden.(wird hier nicht behandelt)
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Polymorphie

Typschemata

Bisher konnten Funktionen nur konkrete Typen haben, wie z.B.
fnx x => x:int — int.

Wir erweitern jetzt das Typsystem selbst um Typvariablen und
Quantifikation, sodass z.B.: fnx x => x : Va.aa — «..

SML Notation
In SML schreibt man o@ — o oder >a — ’a, meint aber Va.ao — «.

Grammatik fiir Typen (7) und Typschemata (o)
T =1int |bool |74 — T | «

o=Y(a,...,an).T
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Polymorphie

Abkiirzungen und Beispiele

e Ein Typschema der Form V(«).7 (also n = 1) schreiben wir
kurz Va.T.

e Ein Typschema der Form V().7 (also n = 0) schreiben wir
kurz 7. Auf diese Weise werden die Typen zu einer Teilmenge
der Typschemata.

@ Jeder Typ ist ein Typschema aber nicht umgekehrt.

e Beispiel: V(«, 5,7).(a = B —7) = (0 — a— 7).

@ In der Praxis nimmt man auch rekursive Typen, wie z.B.
Listen hinzu: ¥(a, 8).(a — B) — list(a) — list(f).
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Unterschied zwischen “let” und Applikation
Man kann schreiben:

let f = fnyx x=> x in if f true then f 0 else £ 1
Man kann nicht schreiben:

(fnf £ => if f true then f 0 else f 1)(fnx x=> x)

denn Funktionsparameter (hier £) konnen nicht ein Typschema als
“Typ" haben. Let-gebundene Variablen hingegen schon.

System F

Es gibt Typsysteme, die keinen Unterschied zwischen Typen und
Typschemata machen und Typen wie (Va.co — o) — int
erlauben. Z.B. System F. Dann wird aber Typinferenz unmdglich
(unentscheidbar) und man muss Typannotate zumindest an

bestimmten Schliisselstellen angeben.
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Polymorphes Typsystem

Typkontexte binden nunmehr Variablen auf Typschemata ab.

Das Typurteil hat das Format ' - e : 0.

Die Typregeln CON, VAR, FN, FuN, App, FuN, Op, IF, ApPP
werden unverandert iibernommen mit der gemachten Ubereinkunft,
dass Typen spezielle Typschemata sind. So ist zum Beispiel die
Regel

r[X0—>T1] [ €y -T2

(FN)
lEfn, x=>e:71 — T

nur anwendbar, wenn x in [ an einen Typen und kein echtes
Typschema gebunden ist.
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Polymorphes Typsystem, Generalisierungsregel

lFe:o a1, - ..,q, kommen nicht frei in T vor
N-e:v(ea,...,an).o

(GEN)

a kommt frei vor in &« — « oder in [x—a], 0.4.

a kommt nicht frei (sondern nur gebunden) vor in Ya.co — « oder
[x — Ya.ao — a]. Man kénnte ja stattdessen auch V(3.5 — (3 oder
[x — V3.8 — (] schreiben.
Beispiel:

x—akx:

FN
DFfax x=>x:0— «

GEN
0 fnx x => x: Vo.oo — «
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Polymorphes Typsystem, Instanzierungsregel

M-e:Y(a,...,an).7

INST
Mee:r[6] ( )
Hier ist = [aq—T1,. .., an—T,] wie vorher eine Einsetzung von
Typen fiir die Variablen aq, ..., ap.
Beispiel:
VAR VAR
f—Va.a—a kb f: Va.oao — « f—Va.a—a b f: Va.a — «
INST INST
f—Va.a—a £ : bool — bool f—Voa.a—atF f:int — int
Aprp Aprp
f—Va.a—a - £ true : bool f—Va.ao—a £ 0:int
IF und Con

f—Va.ao—a - if £ true then f 0 else 1: int
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Polymorphes Typsystem, Let-regel

ke :o01 Mx—o1] F e : o2

(LET)
Flet x =e1in & : 02

Beispiel:

f—Voa.a—a F if £ true then f 0 else 1:int 0 F fox x=> x : Va.a — «

O F let £ = fny x=>x in if f true then f 0 else 1: int

213
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Polymorphie

Typinferenz mit Polymorphie

Die Funktion W(T, e) liefert wie vorher einen Typ (kein
Typschema) und eine Substitution (fiir freie Typvariablen in
I) zuriick (oder “fail"!).

Bei W(I', x) muss das Typschema I'(x) mit frischen Variablen
instanziert werden.

Ist also ' = [x—=Va.a — «, y—a], so ist W(I',x) =8 — [.
Bei W(I',let x = e1in ey) muss der rekursiv ermittelte Typ
von e; geschlossen werden.

Ist also W(I', e1) = (0, 7), so tétigt man den Aufruf
W(T[0][x—Vda.7], &2), wobei @ alle Typvariablen umfasst, die
frei in 7 vorkommen, aber gleichzeitig nicht frei in ['[6]
vorkommen.
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Kontrollflussanalyse

@ Wir mochten fiir jede Funktion wissen, mit welchen fn- oder
fun-Kontrukten sie erzeugt wurde.

@ Dazu benutzen wir verfeinerte Funktionstypen der Form
n . : .
71 — T2, wobei [1 eine Menge von Labels ist.
@ Beispiele:

e s XY
fnxx=>x:int — int

{X.y}

if b then fnxx=>x else fnyy=>y+1:int —  int

@ (Polymorphie ist hier zunachst wieder “abgeschaltet”.)

@ Verallgemeinerte Anwendung: Herkunft von Datenstrukturen
(hier Funktionen). Z.B.: Strings nur als Ergebnis von
Sanitizing Funktionen (Abhilfe gegen XSS Attacken).
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Typregeln fiir Kontrollflussanalyse
Typen: 7 ::= int | bool | 7y n Ty

r[X0—>T1] [ € -T2

(FN)
[Ffn, x=>¢: 7 {ngn T
Mf—n {ﬂim m][x—711] F e : ™ (Fux)

un
MNEfun, f x=>¢ : 71 {WL T

Die anderen Regeln werden sinngemaB iibernommen.

Approximation

Die Kontrollflussanalyse ist approximativ in dem Sinne, dass jede
mogliche Funktionsherkunft in den Typen aufgefiihrt ist, aber nicht
jede aufgefiihrte Herkunft tatsachlich moglich sein muss.
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Kontrollflussanalyse: Typinferenz

@ Man verwendet Mengenvariablen als Annotierungen der
Funktionstypen.

@ Die Funktionen W und U liefern jeweils zusatzlich eine Liste
von Constraints iiber den Mengenvariablen, sodass jede
Losung der Constraints eine Typisierung liefert und umgekehrt.

Beispiel: Typinferenz angewandt auf
(fnx x=>x)(fny y=>y)

liefert den verallgemeinerten Typ « LN « und die Constraintmenge

{yrecd
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Operationelle Semantik

Wir definieren ein Auswerteurteil e — v, gelesen e wertet zu v
aus, wobei e ein geschlossener Ausdruck ist und e ein Wert ist,
also eine Konstante, oder ein fn-Ausdruck.

(Con)
c— ¢
(FN)
fn, x=>e — fn,; x=>e
(Fun)
fun, f x=>e — fn, x=>e[f — fun, f x=>¢|
e; — fn, x=> € — Vv elfx— wl — v
1 T 1 €2 2 1[ 2] (APP)
€1 & —V
e; — true — Vv
! £ (Tr1)

- if e; then ey else e3 — v
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Operationelle Semantik, Forts.

ep — false e — Vv (1r2)
F
if e; then ey else e3 — v
e — v elx—v]—v (LeT)
let x=€; in e — v
e — v € — VW V=V 0p W (OP)

€1 Op €& —V

@ e[x — v]| bezeichnet die Einsetzung (Substitution) von v fiir x
in e.

@ v1 op v, ist das entsprechende Ergebnis des Operators op.
Z.B. 3+4 = 7. Wir verlangen, dass es den Typ 75" besitzt.
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Semantische Typkorrektheit

Korrektheit des einfachen Typsystems

Wenn @ - e : 7 und e — v, dann auch 0 F v : 7. AuBerdem bleibt
die Auswertung von e nicht stecken, in dem Sinne, dass keine
Auswertungsregel anwendbar ware. Z.B. bleibt 0 1 (0 angewendet
auf 1) stecken.

Man kann das “Steckenbleiben” sauber definieren, indem man
einen Sonderwert wrong hinzugibt und Auswerteregeln wie etwa
e1 e — wrong, falls e — v und v kein fn-Ausdruck ist.

Korrektheit der Kontrollflussanalyse

Wenn e : 7 und e — v, dann auch 0 - v : 7. Insbesondere
gilt:

Wenn O Fe:m n 7 und e — fn x=>eq, dann 7w € Il.

»o  Man beweist die Korrektheit jeweils durch Induktion liber e =— wv.
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Erweiterung der Sprache um Referenzen

enx=---|ref, e|'le|x=e

Abkiirzung:
€1; & steht fiir let _ = e;in e wobei _ eine frische Variable ist.

Programm fiir Fibonaccizahlen:
fnF m=>let o =refp 0 in let n = refy 1 in
(fung f m=>if m < 1 then 44 else

f(m—1);let x=!o in o:=!m;n:=!n+x) m;
ifm <1 thenmelse 'o
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Seiteneffektanalyse

Effektannotationen

Eine Effektannotation (kurz Effekt) ist eine Menge von
elementaren Effektannotationen; diese sind:

@ !7 (Lesen einer bei 7 erzeugten Referenz)
@ 7:= (Zuweisen zu einer bei 7 erzeugten Referenz)
o refm (Erzeugen einer Referenz bei 7)

Zum Beispiel ist {O:=,10, ! N} ein Effekt.

Verfeinerte Typen:
7= 1int |bool | 11 = 7 | refpnT

Hier bezeichnet w eine Effektannotation und I wie bisher eine
Menge von Labels.
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Seiteneffektanalyse als Typsystem
Das Typurteil hat nunmehr die Form N+ e : 7 & w.

FTFc:7&0

MNx)=r
FlEx:7&0

Mx—1i|Fe:m&w

M- fn, x=>ey 7 =7 & 0

rl—eliTlﬂTz&WQ Fl—e2:7-1&1m

N-e & :m & wp Uy Uws

223
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Fortsetzung

Mf—m = m][x—n] ke & w

Fun
M-fun, fx=>e:71 > & w ( )

ke :bool & w e T&w lFe : 7T&w

[+ if egthen ejelse & : 7 & @

(Ir)

Mle:m & @ Mx—mi]Fe mn&w

(LET)
[Fletx=eine : m& o Uw

Tte 7P &w Fe: " &w

Feope:m’ &w
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Fortsetzung

l-e:refpr & @

(DEREF)
lFtle:7& wU !
N-e :refpr & w NlN-e:7&w (Ass)
lFe:i=ex ;7 & wUI:=
lFe:T&w
(REF)
Mrefre:refin7 & wU {refr}
lFe:7&w <7 w C w
MrM-e: ™ &« (Sus)

Hier bedeuten M = {!7 |7 € M} und N:== {m:=| 7 € N}.
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Subtyping

@ Die Regel SUB erlaubt die Anpassung von Typen und
Effekten, sodass z.B. beide Zweige einer Fallunterscheidung
denselben Typ und Effekt haben.

@ In der Kontrollflussanalyse wurde diese Anpassung in die
Regel VAR eingearbeitet. Das wiirde hier zu aufwendig.

@ Das Subtyping-Urteil 71 < 7, ist definiert durch:

ncn’ . n<n <1} wCw’
refn<ref

!
w w
T1—=T <127}
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Beispiele

let x =refy 1l in
(fnf=>f (fny => !x)+f (fn z => (x:=2;2)))
(fng=>g1l)

Die beiden Argumente fiir £ kdnnen wie folgt analysiert werden:
1A
int LAy int &0
A:=
int ke int & ()
Daher gibt man £ den Typ

{1AA:=} {1AA:=}

(int = ——  int nt

Die Typen der Argumente werden dann durch Subtyping angepasst.
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Exceptions

Wir erweitern die funktionale Sprache um Exceptions (die
Seiteneffekte lassen wir wieder weg).

e:=---|raise s | handle s as €; in &

Hier rangiert s iiber eine festgewdhlte Menge von Exceptions.

Beispiel:

let comb =fun f x => fn y =>
if x < 0 then raise y-out-of-range
elseif y < 0 or y > x thenraise y-out-of-range
elseif y=0ory=xthenl
elsef (x—1)y+£f(x—1)(y—-1)
in handle x-out-of-range as 0 in comb x y

228



229

Programmanalyse und Typsysteme
Typ- und Effektsysteme
Polymorphes Typsystem fiir Exceptions

Operationelle Semantik

Die bisherigen Auswerteregeln bleiben in Kraft, gelten aber nicht

fiir den Fall, dass ein Teilausdruck zu raise s fiir ein s auswertet.
Hinzu kommen:

e — raise s

e & — raise s

e1 — fn x=>e¢] e — raise s

€] & — raise s

e1 — fn x=> ¢} & — Vo ej[x — w] — raise s

e e — raise s

Analoge Regeln fiir fun,let, op.
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raise s — raise s

e — v vy # raise s

handle s as e; in & — v
€ — raise s e
handle s as €; in ey — v

<O <Fr o«

Q>
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Annotierte Typen mit Effektpolymorphie

Effektausdriicke:

pu={s}|pr1Upa|e

Hierbei bezeichnet s den Effekt des mdglichen Auslosens der
Exception s und € rangiert liber Effektvariablen.

Annotierte Typen:
s ®
T u=1int |bool |1 & T | &

« rangiert wie bisher iiber Typvariablen.
Typschemata:
o:=Y((1,...,(n)-T

Die (; bezeichnen Typ- oder Effektvariablen.
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Typregeln

Das Typurteil hat nunmehr die Form I' - e : 0 & ¢, wobei '
Variablen an Typschemata bindet.

MlFc:7¢& 0

MNx)=r
FlM-x:7&0

r[X»—>T1] + € -T2 & 2

ranx=>eo:T1£>Tz&@

Fl—elleﬂTg&cpg MN-e:m & @3

M-e e:m & p1UpaUgps

232



Programmanalyse und Typsysteme
Typ- und Effektsysteme
Polymorphes Typsystem fiir Exceptions

Fortsetzung

r[fi—>7'1 ﬂ 7‘2][X0—>T1] [ € -T2 & (2

> (Fun)
FlEFfunfx=>e:11 =21 &y

- e :bool & ¢ Nl-e:7& 0 NlNe:7&¢p
I+ if epthen ejelse e : T & @

(IF)

M-er:o01& @1 MMx—o1]F e & o

(LET)
lFlet x=¢ ine:m & p1 Ups

The P&y Thre: s &y
FThetope: 73" & o

(Or)
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Fortsetzung

Nl-e:c&y (1,--.,Cn kommen nicht frei in I und ¢ vor
MNee:V(¢,...,Cn)T &

(GEN)

MNee:V(Cy. .. Cn)T &
MEe:7[0] & ¢

(InsT)

Hier ist 6 eine Einetzung von Typen fiir Typvariablen und
Effektausdriicken fiir Effektvariablen.
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Fortsetzung

RAISE

Ik raise s: Va.a & {s} ( )
NlNe :7& N-e:7& pU{s

1:T& &7 & pU{s} (HANDLE)
I+ handle sas e; in e : T & ¢
NFe:7& <7 <

e:T&o T<T o< (SuB)

lke:7 & ¢
Das Subeffecting-Urteil 1 < @5 versteht sich als punktweise

Teilmengenbeziehung.
Subtyping ist wie bisher (Folie 6) definiert.

235



Programmanalyse und Typsysteme
Typ- und Effektsysteme
Polymorphes Typsystem fiir Exceptions

Beispiel

letf=fng=>fnx=>gx
in f (fny => if y < 0 then raise neg else y) 1
+f (fn z => if z > 0 then raise pos else 0 —z) 1

Dieses Programm wertet zu 2 aus.
Der Funktion £ kann das folgende Typschema zugewiesen werden:

Va, B,e(a 5 B) L (a5 B)

Die Argumentfunktionen fiir £ erhalten die Typen (int {Ifg} int)
und (int tpes} int).
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Typinferenz

Um Typen im Exception-Typsystem automatisch zu inferieren geht
man zundchst so vor wie bei der polymorphen Typinferenz fiir
normale Typen.

Die U-Funktion erzeugt dann ein System von Constraints, welche
auch universell quantifizierte Effektvariablen enthalten. Diese
Constraints lassen sich mit verschiedenen Methoden, wie Iteration
oder auch SAT-Solver I6sen. Die Details werden hier nicht
prasentiert.
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Polymorphe Rekursion

Erlaubt man Typschemata (statt nur einfacher Typen) fiir die mit
fun gebundene Funktion so spricht man von polymorpher
Rekursion. Fiir Typschemata mit Typvariablen ist dann die
Typinferenz unentscheidbar. Fiir Typschemata, die nur
Effektvariablen quantifizieren l3sst sich die Inferenz aber
durchfiihren.

Das ist sinnvoll, wenn zur Rechtfertigung einer Instanz des
Typschemas eine andere Instanz im rekursiven Aufruf benotigt
wird.

Weiterhin kann man auch iiber Constraints quantifizieren, also z.B.
Ve > {s}.... und auBerdem Kontrollflussinformation zur Findung
passender Instanzierungen bei INST heranziehen.
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Zusammenfassung Typsysteme fiir funktionale
Programme

@ Typ- und Effektsysteme verallgemeinern das SML Typsystem
durch Effektannotationen fiir Ausdriicke und Funktionen.

@ Sie erlauben die strukturierte Analyse von Programmen mit
Funktions- (Prozedur-, Methoden-)Variablen.

@ Zur Losung von Constraintsystemen, die bei der Typinferenz
anfallen, werden verschiedene Lésungsalgorithmen
herangezogen.

@ Man unterscheidet einfache und polymorphe Typsysteme,
sowie Typsysteme mit polymorpher Rekursion.
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