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Zusammenfassung

Im Rahmen des Musabre-Projektes wurde eine Ubersetzung von
Formeln des Linearzeit-u-Kalkiils in schwache alternierende Paritéts-
automaten implementiert. Dieser Automaten-Typ ist wegen seiner spe-
ziellen Struktur algorithmisch einfach zu handhaben. Die Riickiiber-
setzung liefert eine Formel ohne alternierende Fixpunkt-Operatoren.

1 Grundlagen

1.1 Linearzeit-u-Kalkiil

Der Linearzeit-p-Kalkiil (Ltu) ist eine Temporallogik zur Spezifikation von
reguldren Eigenschaften auf unendlichen Wértern. Sei P eine Menge von
atomaren Propositionen und V eine Menge von Variablensymbolen.

Definition 1 Formeln des Linearzeit-p-Kalkiils in positiver Normalform sind
gegeben durch folgende Grammatik:

pu=plp|X|oVo|oANG| O | puX.o|vX.e
wobei a € P und X € V.

Im Folgenden steht o fiir ¢ oder v. Es wird davon ausgegegangen, dass jede
Formel wohlbenannt ist. Dies bedeutet, dass eine Variable X nur einmal durch



eine Unterformel o X.p gebunden wird. Damit kann man der Variable X ein-
deutig ihren Fizpunkttyp o zuordnen. Aufserdem wird angenommen, dass die
Formeln streng bewacht ist: jeder Variable geht unmittelbar ein () voraus.
Jede Ltp-Formel kann in diese Form gebracht werden (fiir den Beweis siehe
J4]).

Formeln von Ltu werden interpretiert auf unendlichen Wortern iiber dem
Alphabet ¥ = 27, Fiir die induktive Definition der Semantik wird eine Bele-
gung p:V — Ny bendtigt.

Damit ergibt sich [¢], in Bezug auf ein Wort w = wow,ws ... durch:

o [pl, ={teN|pecw}
[=pl, ={i eN|p¢w}
[X], = p(X)

HSDI \ SDQH/J = IISDIH/J U [[902]]0

[e1 A 2], == [l N [02],

[O¢l, ={i e N|i+1¢€[g],}

[nX.elp =M SN | [¢]pxmng € M}
o [vX.p],:=U{MCSN|MC [o]yxn}

Fiir eine geschlossene Formel hingt die Semantik damit nicht von p ab und
kann daher in der Notation weggelassen werden. Wir schreiben w F ¢ gdw.
0 € [¢]. Die Sprache L(yp) ist die Menge {w € X¢ | w F ¢}. Zwei Formeln
sind dquivalent, wenn ihre Sprachen gleich sind.

Definition 2 In einer Formel hingt Variable X von Y ab (geschrieben X <
Y), wenn Y in den freien Variablen der zu X gehorenden Fixpunkt-Formel
vorkommt. Sei < die transitive Hiille von <. Die Alternierungstiefe einer
Formel ist die Ldnge n in einer maximalen Kette Xy, < X;... < X,, , wobei
der Fixpunkt-Typ der Variablen in der Kette jeweils wechselt.

Eine Formel heift alternierungsfrei, wenn sie Alternierungstiefe 0 hat.

Zur Logik lassen sich auch simultane Fixpunktoperatoren o X.® hinzufiigen,
wobei ® dann eine Liste von Paaren aus Variablen und Formeln ist. Damit
wird die Ausdrucksstirke nicht erhoht, aber Eigenschaften lassen sich damit
oft einfacher formulieren.



Beispiele

1. uX.av (OX
diese Formel besagt, dass mindestens ein a auftreten muss.

X . anNQY
2. vX. ( Y . bAOX
diese simultane Fixpunktformel beschreibt das Wort abababab...

3. vX.(uYavQOQY)NOX
die Formel ist alternierungsfrei und besagt, dass unendlich oft ein a
auftritt.

4. vXpY.(anOX)VOY
die Formel ist dquivalent zur vorherigen Formel, hat jedoch Alternie-
rungstiefe 1.

1.2 Alternierende Automaten

Automaten sind eine weitere Moglichkeit zur Beschreibung von Eigenschaf-
ten auf unendlichen Wortern: Die Sprache L(A) eines Automaten A ist die
Menge der Worter, die er akzeptiert.

Alternierende Automaten [5] sind eine Erweiterung nichtdeterministischer
Automaten: Neben der existenziellen Auswahl bei nichtdeterministischen Au-
tomaten gibt es bei alternierenden Automaten noch die universelle Auswahl.

Definition 3 Sei ) eine Menge. Die Menge BT (Q) der positiv booleschen
Formeln iiber () ist die kleinste Menge, so dass gilt

e QC BTQ)
® 01,02 € BT(Q) = p1V

e p1,02 € BY(Q) = ¢1 A2

Positiv boolesche Formeln lassen sich damit zur Modellierung der existen-
ziellen bzw. universellen Auswahl bei alternierenden Automaten verwenden.
Zum Beispiel soll die Formel ¢; V (g2 A g3) bedeuten, dass der Automat in
den Zustand ¢; iibergeht oder gleichzeitig in die Zustdnde ¢ und gs.

Wegen der existenziellen Auswahl gibt es mehrere Laufe des Automaten auf
einem Wort, und wegen der universellen Auswahl ist ein Lauf keine Folge,
sondern ein unendlicher Baum.

Definition 4 Ein alternierender Biichi Automat (ABA)
ist ein Tupel (@, X, qo, 0, F'). Dabei ist
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@ eine endliche Menge von Zustanden.

Y ein endliches Alphabet.

qo € @ der Anfangszustand.
e §:Q x Y — B(Q) die Ubergangsfunktion.
e F' C (@ die Menge der akzeptiernden Zustdnde.

Ein Pfad eines Laufes ist akzeptierend, wenn ein Element aus F' unendlich
oft darin vorkommt. Ein Lauf ist akzeptierend, wenn alle Pfade des Laufes
akzeptierend sind. Ein ABA akzeptiert ein Wort, wenn es einen akzeptieren-
den Lauf gibt.

Bei einem co-ABA ist ein Pfad eines Laufes akzeptierend, wenn kein Element
aus F unendlich oft vorkommt.

Eine Verallgemeinerung von Biichi-Automaten sind Paritdtsautomaten:

Definition 5 Ein alternierender Parititsautamat (APA) ist ein Tupel
(@, %, qo, 6,2). Hierbei ist im Vergleich zum ABA

e 2:Q — N. Q ordnet jedem Zustand eine Prioritat zu.

Ein Pfad im Lauf eines APA (bzw. co-APA) ist akzeptierend, wenn die kleins-
te Prioritit, die unendlich oft vorkommt, gerade (bzw. ungerade) ist.

Die folgenden schwachen Automaten haben im Vergleich zu obigen (star-
ken) Automaten eine eingeschrinkte Struktur. Sie sind damit das Pendant
zu alternierungsfreien Formeln im Linearzeit-pu-Kalkiil.

Definition 6 Ein normalisierter schwacher alternierender Paritdtsautomat
(WAPA) ist ein APA (Q, 3, qo, 0, P) mit

e () ist normalisiert: Von Zustand mit Prioritdt p sind nur Zusténde mit
Prioritdt p’ < p erreichbar.

e cin Pfad eines Laufes ist akzeptierend, wenn die kleinste Prioritét, die
iiberhaupt vorkommt, gerade ist.

Da €2 normalisiert ist, macht es fiir die Akzeptanz keinen Unterschied, ob eine
Prioritit unendlich oft oder mindestens einmal auf einem Pfad vorkommt.

Definition 7 Ein schwacher alternierender Biichi Automat (WABA)
ist ein ABA A = (Q, 3, qo,0, F) und es gilt: es gibt eine Partition P von @
und eine Ordnung =< darauf, so dass gilt:



o fir PeP:PNF=0oder PNF =P

e wenn ¢’ von g aus erreichbar ist, dann [¢] < [¢/]. Dabei bezeichnet [q]
die Komponente von P, in der sich g befindet.

Bei einem WAPA ist also die spezielle Struktur eines schwachen Automaten
durch die Normalitdtsbedingung in den Prioritdten gespeichert, wiahrend bei
einem WABA nur die Existenz einer Partition, die die Schwiche bezeugt,
gefordert wird.

1.3 Implementierung der Automaten

Bei der Verwendung von Automaten bei der Verifikation von Systemlaufen
ist das Alphabet ¥ = 27 (mit P einer Menge an atomaren Propositionen)
in der Regel sehr groft. Daher kann aus Effizienzgriinden die Zustandsiiber-
ganngsfunktion nicht direkt z.B. als Tabelle abgespeichert werden.
Deswegen hat in der Implementierung die Ubergangsfunktion der altenieren-
den Automaten den Typ @ — Delta(Q,P). ein Element von Delta(Q, P) ist
dabei

e cin Zustand ¢ € Q).
e cin Literal p bzw. —p (p € P) als Guard

e cine Konjunktion bzw. Disjunktion von Elementen des Typs Delta(Q, P).
Mit der leeren Menge kann damit auch true bzw. false definiert werden.

2 Ubersetzung von Lty in einen WAPA

2.1 Lty nach APA

Satz 1 Zu jeder Ltu-Formel gibt es einen dquivalenten APA bzw. co-APA.
Die Grosse des Automaten ist linear in der Grofe der Formel.

Ein APA ist im Grunde der Syntaxbaum einer Formel, wobei durch die
Fixpunkt-Operatoren Zykel im Automaten entstehen. Die Prioritéiten erge-
ben sich aus den Fixpunkt-Typen und den Abhingigkeiten der Variablen.
Die Unterscheidung zwischen APA und co-APA erfolgt, um sicherzustellen,
dass die kleinste Prioritédt 1 auch tatsichlich im Automaten vorkommt.
Zusténde, die zu einem p gehoren, erhalten in einem APA ungerade Prioritét,
und diejenigen, die zu einem v gehohren, erhalten eine gerade Prioritdt. Im
Falle eines co-APAs verhilt es sich gerade umgekehrt.



Prio: 1
coAPA

and

or

Abbildung 1: co-APA zu v X.(uY.aV OY) ANOX

Beispiele Abbildungen 1 und 2 zeigen die entstehenden Automaten zu den
2 dquivalenten Formeln aus Abschnitt 1.1. Zustdnde sind durch Kreise darge-
stellt, Fiinfecke stehen fiir die Guards der Zustandsiibergédnge. Zu beachten
ist, dass sich die Alternierung in der zweiten Formel im entsprechenden Auto-
maten dadurch bemerkbar macht, dass es einen Zykel zwischen gerader und
ungerade Prioritdt gibt. Gerade dies ist bei schwachen Paritdtsautomaten
nicht moglich.

2.2 Zu Laufen von Bichi-Automaten

Um die Idee zu verdeutlichen, wie aus einem starken Automaten ein aqui-
valenter schwacher Automat gewonnen werden kann, muss auf einige Eigen-
schaften von Laufen eingegangen werden. Zur Erinnerung sei darauf verwie-
sen, dass ein Lauf eines alternierenden Automaten ein unendlicher Baum
ist.

Definition 8 Ein Lauf heist geddchinislos, wenn fiir alle Knoten des Laufes
gilt:

Sind Knoten mit den gleichen Zustanden beschriftet und liegen auf demselben
Level, so sind deren Unterbdume gleich.

Damit konnen gleichbeschriftete Knoten auf demselben Level verschmolzen
werden. Der Baum wird damit zu einem DAG (directed acyclic graph), des-
sen Breite durch die Anzahl der Zustdnde beschrinkt ist. Man kann zeigen,



Abbildung 2: co-APA zu v X.uY.(a AOX)V QY

dass es, wenn es einen akzeptierenden Lauf gibt, auch einen gedéchtnislosen
akzeptierenden Lauf gibt.

Definition 9 Sei ein Lauf eines co-ABAs als DAG gegeben. Ein Knoten &
des DAGs heift

e cventually safe wenn von k aus nur endlich viele Knoten erreichbar
sind.

e currently safe, wenn k selbst und alle von k£ aus erreichbaren Knoten
nicht in F' sind.

Definition 10 Sei G der Lauf eines co-ABAs als DAG. Definiere die Folge
G, an DAGs wie folgt:

[ GO = G
o (i1 = Gy \ {k | k eventually safe in Gy}
o Goiro = Gop1 \ {k | k currently safe in Go;11}

Setze nun den Rang eines Knotens k wie folgt: rang(k) = i fiir k& eventually
safe oder currently safe in G;.

Bei Automaten auf unendlichen Wortern gilt, dass der Rang eines Knotens
maximal 2n ist, wobei n die Anzahl der Zusténde des Automaten ist.
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Die Idee fiir die Umwandlung eines ABAs in einen WABA ist nun, den ent-
stehenden Automaten die Rénge eines akzeptierenden gedachtnislosen Laufes
raten zu lassen. Zu Details dieser Konstruktion siehe [2].

2.3 APA nach WABA

Die im vorherigen Abschnitt beschriebene Idee wird nun fiir die Umwandlung
eines APA in einen WABA konkretisiert.

Die Umwandlung wird schrittweise erfolgen, wobei in jedem Schritt Rénge
geraten werden. Als Datenstruktur fiir das Verfahren wird noch folgender
Automaten-Typ bendotigt:

Definition 11 Ein weak-parity alternating automaton (WPAA) ist ein Tu-
pel (S, P, %, qo, 6,2) mit

e S: die Menge der einfachen Zustéinde.

e P: die Menge der Paritétszustinde (disjunkt zu .S).
e ¢y € SU P: der Anfangszustand.

e §: SUP x Y — B*(SU P) die Ubergangsfunktion.
e (): P — N die Prioritatsfunktion.

Ein WPAA ist also ein APA, der zusétzlich noch einfache Zustédnde enthélt,
die keine Prioritdt erhalten und fiir die Akzeptanz eines Wortes keine Rolle
spielen.

Ein APA A = (Q,%, q,0,Q) kann als WPAA A" = (0,Q, %, qo, 6,2) aufge-
fasst werden. Die Breite von A’ ist |Q)].

Auferdem werden diese abkiirzenden Schreibweisen verwendet:

o [i] fiir {0,...,i}
o [i|*" fiir die geraden Zahlen aus [i]

e [i]°% fiir die ungeraden Zahlen aus [i]

Satz 2 Ein WPAA A mit k£ > 1 Prioritdten und Breite p kann in einen
aquivalenten co-WPAA mit & — 1 Prioritdten und Breite p umgewandelt
werden.

Sei A = (S, P, %, qo,9,Q) gegeben. Definiere A" = (S', P', %, ¢, ', ) mit

o S'=SU(P x [2p]7m).



o P'= P x [2p]°d.
e Falls ¢o € S, dann ¢ = qo sonst ¢, = (qo, 2p).
ey :(S"UP)xX— BY(S UP) mit:
— Fiir ¢ € S und 0 € X: §(g, o) = annotate,(6(q,0)))
— Fiir (¢,i) € P x [2p] und o € X ist 6((q,1),0):
* release,(d(q,0),1,q) falls ¢ ¢ F oder 7 ist gerade.
x sonst: false (d.h. der Automat hat hier den falschen Rang
geraten).
— Dabei sind annotate, und release, wie folgt definiert.

* annotate,(d) ersetzt in d einen Zustand g’ durch \/,c;,(q, )

* release,(d, 1, q): ersetzt ¢’ durch \/je[i](q',j), falls g = ¢’ , sonst
wie annotate,(6)

x es gilt ¢ = ¢ gdw. ¢ = (... ((x,n0),n1),...,n;) und ¢ =
(...((y;n0),m1),...,n;) fiir ein j € N, wobei x und y Zu-
stdnde aus dem urspriinglichen APA sind und n; € [2p] fiir
i € {1...5}. In den Zustdnden ¢ und ¢ sind also in jedem
Schritt die gleichen Rénge geraten worden.

e () : P'— N mit
— V((q,7)) =1 falls Q(q) =1
- V((q,9) =k —1falls Q(q) =k > 1

Die duale Konstruktion (Ersetzen von \/ durch A) kann verwendet werden,
um einen co-WPAA mit £ Prioritidten in einen WPAA mit k£ — 1 Prioritdten
umzuwandeln.

Zur Korrektheit der Konstruktion siehe [3].

Satz 3 Zu einem APA A mit n Zustidnden und k Priorititen gibt es einen
dquivalenten WABA A" mit O(n*) Zusténden.

Der APA wird als WPAA aufgefasst und mit obigen Satz schrittweise in
einen (co-)WPAA A" = (S, P, qo, 0, 2) umgewandelt, in dem es nur noch eine
Prioritat gibt: Alle Zustdnde in P haben Prioritdt 1, Zustande in S haben
per Definition keine Prioritit. Setze nun A’ := (SU P, X, qo, 6, F') mit FF = S
falls A” ein co-WPAA ist, F' = P sonst.



2.4 WABA nach WAPA

Fiir den Umgang mit schwachen Automaten, insbesondere der Riickiiberset-
zung, ist es notwendig, die Struktur, die die Schwéiche des Automaten belegt,
zu kennen. Aus diesem Grund wird im Folgenden ein Verfahren fiir die Ge-
winnung eines WAPAs aus einem WABA angegeben.

Satz 4 Zu einem WABA A mit n Zustdnden gibt es einen &dquivalenten
WAPA A’ mit n Zustidnden.

Fir A= (Q, %, qo, 9, F) setze A’ = (Q, X, qo, 9, 2) mit einem €2, so dass gilt:
e ((q) gerade fiir ¢ € F, ungerade sonst.

e () ist normalisiert.

Beweis Ein entsprechendes 2 mit kleinstmdéglicher Anzahl an Prioritaten
kann leicht durch folgenden Algorithmus gefunden werden: Zuerst wird jedem
Zustand ¢ die Prioritdt 2, falls ¢ € F, und 1 sonst zugewiesen. Danach
werden solange die Prioritdten erhoht, bis €2 normalisiert ist. Der Algorithmus
terminiert, da die Eingabe ein WABA ist.

Beispiel In Abbildung 3 ist der WAPA dargstellt, der aus dem APA aus
Abbildung 2 konstruiert wurde.

3 Zuriick von WAPA nach Lty

In diesem Abschnitt wird davon ausgegangen, dass ¥ = 27 fiir eine Menge
P gilt und ¢ den Typ Q — Delta(Q,P) hat (siehe Abschnitt 1.3).

Satz 5 [4] Zu einem WAPA A gibt es eine alternierungsfreie Ltu-Formel ¢ 4
mit L(A) = L(p.a).

Sei A = (Q, %, qo, 0, ) mit m Prioritdten gegeben.

e Seien ¢f, g5, ..., q} alle Zustinde aus Q mit Prioritét p.
¢ . tri(o(ar))
p D
o ['lir p =1 bis m: ®, := ¢ - tra(0(g3))
g - tr(6(g))

e Dabei ist tr; : Delta(Q,P) — Ltu folgendermafen definiert:
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and

Abbildung 3: WAPA zu v X.uY.(a A OX)V QY
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— tri(qi) = Qq}f fir j =1

. Q,uqi.q)j falls 7 ungerade
Ovq].®; falls j gerade

— (A e = Ntrildn)

t

— (Y o) = V(o)

t

' uqi@j falls j ungerade
e Mit Anfangszustand gy = ¢j ist dann @4 := .
vq,.®; falls j gerade

Die Konstruktion erfolgt also bottom-up beginnend bei den Zustdnden mit
der kleinsten Prioritdt. Aus der Definition von tr; ist ersichtlich, dass ¢4
alternierungsfrei ist.

Beispiel Abbildung 4 zeigt den Output der Implementation fiir den WA-
PA aus Abbildung 3. Mus und Nus stehen fiir die simultanen Fixpunkt-
Operatoren p bzw. v, <> fiir ().

AbschlieRend ergibt sich aus der Kombination der Ubersetzungen folgendes
Ergebnis:

Satz 6 Fiir jede Ltu-Formel gibt es eine dquivalente alternierungsfreie Ltu-
Formel.

Dies steht im Kontrast zum p-Kalkiil auf unendlichen Baumen: Dort lasst
sich (siehe [1]) fiir jedes k € N eine Formel mit Alternierungstiefe k finden,
zu der es keine dquivalente Formel mit Alternierungstiefe k£ — 1 gibt.

12



Nus Q6_1.[(Q6_1,<>Mus Q3_1.[(Q3_1,<>Nus Q2_1.[(Q2_1,<>Q2_1 or
<>Q2_1 and a)] and <>Q3_1 or <>Nus Q2_1.[(Q2_1,<>Q2_1 or <>Q2_1

and a)] and a)] and <>Mus Q5_1.[(Q5_1,<>Nus Q2_1.[(Q2_1,<>Q2_1

or <>Q2_1 and a)] and <>Nus Q4_1.[(Q4_1,<>Mus Q3_1.[(Q3_1,<>Nus
Q2_1.[(Q2_1,<>Q2_1 or <>Q2_1 and a)] and <>Q3_1 or <>Nus
Q2_1.[0(Q2_1,<>Q2_1 or <>Q2_1 and a)] and a)] and <>Nus
Q2_1.[(Q2_1,<>Q2_1 or <>Q2_1 and a)] and <>Q4_1 or <>Q4_1 and

<>Nus Q2_1.[(Q2_1,<>Q2_1 or <>Q2_1 and a)] and a)] and a or <>Mus
Q3_1.[(Q3_1,<>Nus Q2_1.[(Q2_1,<>Q2_1 or <>Q2_1 and a)] and <>Q3_1
or <>Nus Q2_1.[(Q2_1,<>Q2_1 or <>Q2_1 and a)] and a)] and <>Nus
Q2_1.[(Q2_1,<>Q2_1 or <>Q2_1 and a)] and <>Nus Q4_1.[(Q4_1,<>Mus
Q3_1.[(Q3_1,<>Nus Q2_1.[(Q2_1,<>Q2_1 or <>Q2_1 and a)] and <>Q3_1
or <>Nus Q2_1.[(Q2_1,<>Q2_1 or <>Q2_1 and a)] and a)] and <>Nus
Q2_1.[(Q2_1,<>Q2_1 or <>Q2_1 and a)] and <>Q4_1 or <>Q4_1 and <>Nus
Q2_1.[0(Q2_1,<>Q2_1 or <>Q2_1 and a)] and a)] and <>Q5_1)] and <>Nus
Q2_1.[(Q2_1,<>Q2_1 or <>Q2_1 and a)] and <>Nus Q4_1.[(Q4_1,<>Mus
Q3_1.[(Q3_1,<>Nus Q2_1.[(Q2_1,<>Q2_1 or <>Q2_1 and a)] and <>Q3_1
or <>Nus Q2_1.[(Q2_1,<>Q2_1 or <>Q2_1 and a)] and a)] and <>Nus
Q2_1.[0(Q2_1,<>Q2_1 or <>Q2_1 and a)] and <>Q4_1 or <>Q4_1 and

<>Nus Q2_1.[(Q2_1,<>Q2_1 or <>Q2_1 and a)] and a)] and <>Q6_1 or
<>Q6_1 and <>Nus Q2_1.[(Q2_1,<>Q2_1 or <>Q2_1 and a)] and <>Nus
Q4_1.[(Q4_1,<>Mus Q3_1.[(Q3_1,<>Nus Q2_1.[(Q2_1,<>Q2_1 or <>Q2_1 and
a)] and <>Q3_1 or <>Nus Q2_1.[(Q2_1,<>Q2_1 or <>Q2_1 and a)] and a)]
and <>Nus Q2_1.[(Q2_1,<>Q2_1 or <>Q2_1 and a)] and <>Q4_1 or <>Q4_1
and <>Nus Q2_1.[(Q2_1,<>Q2_1 or <>Q2_1 and a)] and a)] and a)]

Abbildung 4: Ltu-Formel zu dem WAPA aus Abbildung 3
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